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内 容 简 介 


本 书 是 按照 高 等 院 校 ( 高 等 几何 教学 大 纲 》 的 要 求 ,同时 结合 作者 多 年 来 开设 
高 等 几何 课程 的 教学 实践 ,以 及 对 高 等 几何 面向 21 志 纪 的 课程 体系 和 教学 内 容 的 
深 人 研究 编写 而 成 的 . 全 书 共 分 五 章 : 前 四 章 是 根据 克 莱 因 的 变换 群 观点 ,以 射影 
变换 为 基本 线索 ,介绍 一 维和 二 维 射影 几何 的 基本 内 容 和 射影 观点 下 的 仿 射 几何 
与 欧 氏 几何 理论 ,其 中 重点 讨论 二 次 曲线 的 射影 、. 仿 射 和 度量 理论 ,以 明确 各 几何 
学 的 关系 ,使 读者 可 以 从 较 高 的 观点 认识 初等 几何 ;第 五 章 为 选 学 内 容 ,介绍 平面 
射影 几何 基础 和 非 欧 几何 的 初步 知识 .本 书 每 节 配 有 适量 的 习题 ,每 章 还 配 有 总 
习题 , 书 末 附 有 习题 答案 与 提示 ,以 便于 教师 教学 与 学 生 自学 . 为 了 激发 学 生 学 习 
射影 几何 的 兴趣 , 书 末 添加 了 一 个 附录 ,简要 介绍 射影 几何 的 发 展 史 ， 

本 书 可 作为 高 等 院 校 数学 专业 高 等 儿 何 课程 的 教材 ,还 可 供 中 学 几何 教师 作 
为 教学 参考 书 . 


了 咱 


前 


高 等 几何 是 高 等 院 校 数 学 专业 的 基础 课程 之 一 ,是 在 学 生 已 学 习 初 等 几何 .解析 几何 和 
高 等 代数 的 基础 上 ,系统 地 研究 射影 几何 ,主要 是 在 克 莱 因 的 变换 群 观点 下 研究 几何 对 象 的 
射影 性 质 、 仿 射 性 质 和 度量 性 质 . 其 目的 是 使 学 生 认识 射影 空间 的 基本 特征 和 研究 方法 ,了 
解 射 影 空 间 与 仿 射 空间 . 欧 氏 空间 的 内 在 联系 ,明确 射影 几何 与 仿 射 几何 . 欧 氏 几何 的 关系 ， 
从 而 更 深入 地 理解 和 掌握 初等 几何 .解析 几何 和 高 等 代数 的 知识 ,为 进一步 学 习 现代 数学 作 
准备 ,同时 也 为 学 生 将 来 从 事 初 等 几何 的 教学 作 理论 上 的 准备 . 

本 书 的 主要 内 容 共 分 五 章 进行 编写 : 第 一 .二 章 介绍 一 维和 二 维 射影 几何 的 基本 知识 ， 
这 是 射影 几何 的 基础 内 容 .第 三 章 是 从 配 极 变 换 人 手 , 给 出 二 次 曲线 的 概念 ,进而 讨论 二 次 
曲线 的 射影 理论 . 第 四 章 是 从 射影 观点 讨论 仿 射 几何 和 网 氏 几 何 ,从 而 明确 这 三 种 几何 学 的 
关系 . 其 中 重点 讨论 二 次 曲线 的 仿 射 性 质 和 度量 性 质 . 第 五 章 介绍 平面 射影 几何 的 公理 体系 
和 非 欧 几何 的 初步 知识 ,以 明确 各 种 非 欧 几何 都 可 纳入 射影 几何 范畴 . 这 部 分 内 容 可 根据 实 
际 教学 课时 的 情况 适当 作 删 减 , 对 本 课程 体系 知识 的 完整 性 影响 不 大 . 附录 部 分 简要 介绍 了 
射影 几何 的 发 展 史 ,目的 是 使 学 生 了 解 射 影 几 何 知识 的 发 展 脉络 ,以 及 具体 知识 内 容 的 发 展 
过 程 , 激 发 学 生 学 习 射 影 几 何 的 兴趣 . 

在 编写 本 书 时 力图 做 到 以 下 几 点 : 

1. 根据 克 莱 因 的 变换 群 观点 ,以 射影 变换 为 基本 线索 ,把 射影 几何 的 基本 内 容 连 缀 起 
来 ,并 使 系统 严谨 .脉络 清晰 ,以 便 学 生 在 较 短 的 教学 时 间 内 ,基本 上 掌握 平面 射影 几何 的 基 
本 理论 和 基本 方法 . 

2. 解析 法 和 综合 法 并 用 ,以 解析 法 为 主 ,适当 运用 综合 法 ,适应 现代 数 潮流 ;注意 培养 
和 发 展 抽象 思维 的 能 力 , 同 时 也 注意 保持 几何 学 直观 的 特点 . 

3， 从 高 等 师范 院 校 的 培养 目标 考虑 ,适当 联系 中 学 几何 的 有 关 问 题 , 旨 在 培养 学 生 以 
较 高 的 观点 理解 中 学 几何 教材 和 处 理 中 学 几何 问题 的 能 力 . 

4. 注意 射影 几何 与 高 等 代数 的 密切 联系 .事实 上 ,高 等 代数 为 射影 几何 提供 了 研究 方 
法 ,而 射影 几何 为 高 等 代数 的 许多 内 容 提供 了 几何 解释 . 本 书 主要 讨论 二 维 射影 空间 及 二 维 
射影 变换 ,因此 就 给 出 三 维 向 量 和 三 阶 矩 阵 ( 非 奇异 ) 的 几何 解释 这 样 的 解释 生动 地 说 明 
了 相应 的 代数 理论 的 几何 意义 . 另外 ,需要 指出 的 是 , 正 是 由 于 高 等 代数 (高 维 ) 方 法 的 介入 ， 
才 有 了 探讨 高 维 射影 几何 的 可 能 . 有 兴趣 的 同学 可 以 在 学 完 本 课程 后 去 探讨 学 习 . 

5, 射影 几何 是 比 欧 氏 几 何 更 一 般 的 几何 学 ,是 一 种 全 新 的 几何 学 ,但 为 了 学 生 接受 起 
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二 
出 言 


来 更 方便 ,我们 仍 是 从 欧 氏 空间 出 发 ,再 添加 理想 元 素 而 得 到 射影 空间 ,进而 建立 齐 次 坐标 
的 理论 . 在 第 四 章 中 我 们 才 在 射影 空间 的 基础 上 去 掉 理 想 元 素 而 得 到 仿 射 空间 ,然后 引进 度 
量 得 到 欧 氏 空间 ,从 而 明确 仿 射 几何 是 射影 几何 的 特殊 情形 ,而 欧 氏 几何 又 是 仿 射 几何 的 特 
殊 情形 . 

本 书 在 编写 过 程 中 ,得 到 了 吉林 师范 大 学 数学 学 院 领导 和 同事 的 关心 和 支持 ,特别 是 得 
到 了 姜 树 民 教授 的 鼓励 和 支持 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 . 

限于 编者 水 平 , 书 中 不 当 和 错误 在 所 难免 , 诚 层 希望 读者 予以 指正 . 


车 明 刚 
2012 年 5 月 
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射影 平面 


本 章 从 中 心 投影 入 手 , 引 进 理想 元 素 , 从 而 拓 广 欧 氏 平面 ,并 
在 拓 广 的 欧 氏 平面 上 建立 齐 次 坐标 . 在 此 基础 上 定义 射影 平面 , 介 
绍 平面 身影 几何 的 对 但 原理 和 坐标 变 的. 这 料 就 为 关 述 射影 几何 
理论 创造 了 条 件 . 


$1.1 无 穷 远 (理想 ) 元 素 


一 、 射 影 几 何 


高 等 几何 是 数学 专业 基础 理论 课程 之 一 ,该 课程 系统 地 介绍 射影 几 
何 的 基础 知识 . 什么 是 射影 几何 呢 ? 在 系统 学 习 之 前 我 们 先 做 一 点 直观 
的 说 明 ,这 样 对 以 后 的 讨论 会 有 一 些 启示 ， 

我 们 先 从 初等 几何 谈 起 ,在 初等 几何 里 所 研究 的 是 几何 图 形 的 形状 、 
大 小 和 相关 位 置 . 例如 ,线段 的 长 度 . 角 度 .面积 和 体积 等 几何 量 , 图 形 的 
全 等 和 相似 等 关系 . 这 些 几 何 图 形 的 量 和 相互 关系 ,不 因 图 形 的 位 置 改 变 
而 改变 . 也 就 是 说 ,把 几何 图 形 从 一 个 位 置 移动 到 另 一 个 位 置 时 ,图 形 的 
形状 和 大 小 是 不 会 改变 的 . 移动 是 一 种 简单 的 物质 运动 形式 ,反映 在 几何 
学 上 就 是 运动 变换 . 初等 几何 就 是 研究 几何 图 形 在 运动 变换 下 的 不 变性 
质 和 不 变量 的 学 科 . 

客观 世界 的 物质 运动 有 多 种 不 同 的 形式 和 特点 ,反映 在 几何 学 上 就 
形成 多 种 不 同 的 几何 变换 .例如 ,阳光 照射 在 物体 上 的 时 候 ,在 地 面 ( 或 墙 
面 ) 上 就 会 出 现 物体 的 影子 , 随 着 时 间 的 推移 ,影子 不 仅 改变 着 它 的 位 置 ， 
而 且 它 的 形状 和 大 小 也 在 不 断 地 变化 . 物体 在 阳光 的 照射 下 形成 影子 ,这 
是 物质 运动 的 一 种 形式 , 它 在 几何 学 上 的 反映 就 是 平行 投影 . 在 这 种 运动 
形式 下 , 仍 有 保持 不 变 的 性 质 ,如 窗户 框 相互 平行 的 两 个 对 边 其 影子 始终 
是 平行 的 ,这 个 平行 性 就 是 平行 投影 下 的 不 变性 质 . 若干 次 平行 投影 构成 
所 谓 的 仿 射 变换 . 研究 在 仿 射 变换 下 图 形 的 不 变性 质 和 不 变量 的 几何 学 
就 是 仿 射 几何 . 
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第 一 章 ”射影 平面 


由 灯光 (点 光源 ) 照 射 物体 ,在 地 面 (或 墙 面 ) 上 也 会 出 现 物体 的 影子 ,并 且 随 着 光源 和 物 
体 的 相对 位 置 的 改变 ,影子 的 形状 和 大 小 都 随 之 改变 . 这 时 平行 性 不 再 保持 了 ,但 物体 相互 
关联 的 部 位 仍 保持 着 一 定 的 关系 ,也 就 是 图 形 上 元 素 之 间 的 结合 关系 仍 保持 不 变 . 物体 由 灯 
光照 射 成 影 ,这 是 物质 运动 的 又 一 种 形式 , 它 在 几何 学 上 的 反映 就 是 中 心 投影 ,而 结合 性 就 
是 中 心 投影 下 的 不 变性 质 . 若干 次 中 心 投影 构成 所 谓 的 射影 变换 . 研究 在 射影 变换 下 图 形 的 
不 变性 质 和 不 变量 的 几何 学 就 是 射影 几何 . 

射影 几何 的 起 源 ,开始 是 由 于 绘画 、 光 学 和 建筑 上 的 需要 . 当 一 个 画家 要 把 一 个 实物 描 
绘 在 一 块 布 幕 上 时 ,他 先 用 眼睛 当做 投影 中 心 ,把 实物 的 影子 映射 到 布 幕 上 去 ,再 描绘 出 来 . 
在 建筑 上 我 们 需要 把 设计 的 实物 画 在 一 个 平面 上 ,平面 上 的 图 样 就 是 实物 的 中 心 投影 . 这 种 
投影 技术 在 纯 理 论 上 的 发 展 ,就 成 为 射影 几何 . 从 上 述 直 观 的 理解 和 历史 的 发 展 来 看 ,中 心 
投影 是 射影 几何 理论 的 起 源 和 基础 . 为 此 ,我 们 从 中 心 投影 人 手 , 来 前 述 建 立 射影 几何 的 一 
些 基 本 问题 . 


二 、 中 心 投影 


1. 直线 到 直线 上 的 中 心 投影 
定义 1.1 设 ! 和 /是 同一 平面 上 的 两 条 不 同 直线 (图 1-1), O 是 该 平面 中 不 在 直线 
/一 和 1 上 的 一 点 ,过 点 O 与 直线 ! 上 的 任 一 点 A 作 直线 a 交 直 线 
2 ”于 点 A, 这样 建立 的 直线 /与 /上 的 点 之 间 的 对 应 ,叫做 直线 ! 到 
直线 1 上 的 中 心 投影 ,其 中 点 O 叫做 投影 中 心 ,直线 a( 即 OA) 叫 
做 投射 线 ,点 A 叫做 点 A 在 中 心 投影 下 的 像 点 ,而 点 A 叫做 点 A 
的 原 像 点 . 若 记 中 心 投影 为 p, 则 通常 记 A’=p(A). 

图 1-1 当 点 A 在 直线 ! 上 移动 时 ,点 4' 则 在 直线 上 上 随 之 移动 . 当 
点 及 移动 到 点 也, 且 使 DPNZ 时 ,点 忆 的 对 应 点 不 存在 . 这 时 点 已 叫做 直线 ! 上 的 没 影 点 . 
同 理 , 设 点 Q 在 直线 /上 ,和 且 OQ'//14, 则 在 直线 /到 直线 /的 中 心 投影 (投影 中 心 为 0) 下 ,点 
Q 就 是 直线 1 上 的 没 影 点 . 直线 /和 的 交点 R 是 自 对 应 点 . 


2. 平面 到 平面 上 的 中 心 投影 

定义 1.2 设 + 和 x 是 两 个 不 同 的 平面 (图 1-2),O 是 
不 在 这 两 个 平面 上 的 点 ,过 点 O 与 平面 r 上 任 一 点 A 作 直 
线 a 交 平 面 x 于 一 点 A’, 这样 建立 的 平面 x 与 平面 x 上 的 
点 之 间 的 对 应 ,叫做 平面 x 到 平面 x 上 的 中 心 投影 ,其 中 点 / 
O 叫做 投影 中 心 ,直线 <( 即 0A) 叫 做 投射 线 , 点 A' 叫 做 点 A “ 
在 该 中 心 投影 下 的 像 点 ,而 点 A 叫做 点 A' 的 原 像 点 . 本 


$1.1 无 穷 远 (理想 ) 元 素 


显然 ,在 定义 1. 2 中 ,平面 x 和 x 的 交 线 s 上 的 点 都 是 自 对 应 点 , 交 线 * 是 自 对 应 直线 . 

如 果 点 A,B,C 都 在 直线 ! 上 , 则 它们 的 投射 线 04,OB,OC 都 在 由 点 O 与 直线 ! 所 决 
定 的 平面 c 上 . 因此 它们 在 平面 x 上 的 对 应 点 A',B',C' 必 在 平面 a 与 平面 x“ 的 交 线 /上 .由 
”此 可 知 共 线 点 的 对 应 点 仍 是 共 线 点 . 也 就 是 说 ,在 中 心 投影 下 ,平面 x+ 上 的 直线 / 变 为 平面 
x" 上 的 一 条 直线 .过 点 O 作 平面 8 平行 于 平面 x 交 平 面 x 于 直线 户 ,直线 p 上 的 点 在 平面 
x 上 不 存在 对 应 点 ,因此 都 是 没 影 点 ,此 时 直线 p 叫做 没 影 直线 . 同 理 ,过 点 O 作 平面 y 平行 
于 平面 x 而 交 平 面 x 于 9 , 则 在 平面 x 到 平面 x 的 中 心 投影 (投影 中 心 为 O) 下 ,9 上 的 点 都 
是 没 影 点 ,而 直线 9 就 是 没 影 直 线 . 


3. 图 形 的 射影 性 质 

前 面 提 到 在 中 心 投影 下 共 线 点 仍 变 为 共 线 点 ,也 就 是 说 在 中 心 投影 下 点 共 线 这 个 性 质 
保持 不 变 . 图 形 经 过 任意 中 心 投影 而 不 改变 的 那些 性 质 ,就 是 图 形 的 射影 性 质 ,这 些 性 质 便 
构成 了 射影 几何 的 主要 内 容 . 如 上 所 述 , 点 共 线 这 一 性 质 ,也 就 是 点 和 直线 的 结合 性 是 平面 
射影 几何 最 基本 的 性 质 . 由 此 可 知 ,三 边 形 和 四 边 形 的 中 心 投影 仍 是 三 边 形 和 四 边 形 ( 为 了 
简便 ,通常 将 某 图 形 在 中 心 投影 下 的 像 称 为 该 图 形 的 中 心 投 影 或 投影 ). 可 是 等 腰 三 边 形 的 
中 心 投影 不 一 定 是 等 腰 三 边 形 ,平行 四 边 形 的 中 心 投影 也 未 必 是 平行 四 边 形 , 圆 的 中 心 投影 
也 未 必 是 圆 . 可 以 看 出 “点 在 直线 上 ”“ 直 线 过 点 ”“ 几 个 点 共 线 ”和 “ 几 条 线 共 点 ”都 是 中 心 
投影 下 的 不 变性 质 ,“ 三 边 形 " 和 “四 边 形 ” 都 是 中 心 投 影 下 的 不 变 图 形 , 所 以 它们 都 属于 射影 
几何 研究 的 范畴 . 而 “两 点 之 间 的 距离 "“ 两 直线 的 夹 角 ”“ 等 腰 三 边 形 ” “平行 四 边 形 ” 和 
“ 圆 "在 中 心 投影 下 可 能 有 所 改变 ,因此 它们 就 不 是 射影 几何 研究 的 对 象 . 


三 、 无 穷 远 (理想 ) 元 素 


1. 理想 元 素 的 引入 

由 于 在 欧 氏 平面 上 进行 中 心 投影 会 出 现 没 影 点 和 没 影 直线 ,这 样 就 使 得 中 心 投影 产生 
非 一 对 一 的 现象 ,因而 给 讨论 中 心 投影 下 的 不 变性 质 带 来 极 大 的 不 便 . 为 了 消除 这 种 障碍 ， 
有 必要 对 欧 氏 平面 进行 改造 . 考察 发 现 , 中 心 投影 下 出 现 非 一 对 一 的 根源 就 在 于 欧 氏 平面 上 
存在 着 两 条 直线 相交 和 不 相交 (平行 ) 两 种 不 统一 的 情况 ,如 果 我 们 把 两 条 平行 线 看 做 相交 
于 一 个 理想 的 点 ,从 而 非 一 对 一 的 问题 就 可 以 得 到 解决 . 为 此 我 们 约定 : 两 条 平行 直线 相交 
于 一 个 而 且 唯 一 一 个 理想 的 点 .我 们 把 这 一 理想 点 叫做 无 穷 远 点 ,并 将 无 穷 远 点 已 记 
做 P、. 

引入 无 穷 远 点 后 ,图 1-1 中 点 卫 的 对 应 点 则 是 直线 上 的 无 穷 远 点 Ps ;点 Q 的 对 应 点 
则 是 直线 1 上 的 无 穷 远 点 Q-. 这 样 一 来 ,直线 :和 洛 上 的 点 便 是 一 一 对 应 的 了 . 

在 欧 氏 平面 上 引入 无 穷 远 点 后 ,这 个 平面 将 出 现 些 什么 新 情况 ,这 是 需要 状 清 的 问题 . 

对 于 平面 x 上 的 一 组 平行 直线 a ,b,c,d,…, 作 与 平面 不 平行 的 任 一 平面 x ,并 取 不 在 
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x 和 x 上 的 一 点 O. 以 点 O 为 投影 中 心 进 行 中 心 投 影 , 则 得 到 直线 a,b,c,d,… 在 平面 x 上 的 
投影 , 设 它们 为 直线 a ,6 ,c,d ,…. 由 于 a 和 a’,b 和 b,c 和 c,d 和 4d 分别 在 过 点 O 的 不 
同 平面 上 ,而 这 些 平面 分 别 过 平行 线 组 a,6,c,d,… 之 一 的 直线 , 且 有 一 公共 点 O, 故 必 有 公 
共 交 线 OL, 且 OL 平行 于 直线 a ,56,c,d,…( 图 1-3). 设 OL 与 平面 x 相交 于 点 S$S, 则 S 即 为 
直线 a ,6 ,c,d 的 交点 .而 S 为 平面 x 到 平面 x 的 中 心 投影 下 的 没 影 点 , 它 对 应 着 平行 
线 组 中 每 一 条 直线 上 的 无 穷 远 点 .因此 ,平面 内 的 一 组 平行 线 恰 有 一 个 公共 的 无 穷 远 点 . 


对 于 平面 + 上 不 同 的 平行 线 组 ,在 平面 x 上 的 投影 有 不 同 的 公共 交点 (图 1-4), 因 此, 平 
面 内 不 同 的 平行 线 组 有 不 同 的 无 穷 远 点 . 这 些 无 穷 远 点 对 应 着 由 平面 x 上 的 没 影 点 所 组 成 
的 一 条 直线 . 因此 ,平面 内 的 无 穷 远 点 都 在 一 条 直线 上 ,这 条 直线 就 叫做 无 穷 远 直线 . 

定义 1.3 我 们 把 欧 氏 平面 上 原 有 的 点 叫做 欧 氏 点 或 平常 点 ,而 把 欧 氏 点 和 无 穷 远 点 统 
一 叫做 射影 点 ;把 欧 氏 平面 上 原 有 的 直线 叫做 欧 氏 直线 ,在 欧 氏 直线 上 添加 了 无 穷 远 点 后 称 
之 为 射影 直线 . 由 无 穷 远 点 所 组 成 唯一 的 那 条 无 穷 远 直 线 也 是 射影 直线 . 欧 氏 平面 上 添加 无 
穷 远 点 和 无 穷 远 直 线 之 后 的 平面 ,叫做 射影 平面 ,也 叫做 拓 广 的 欧 氏 平面 . 无 穷 远 点 和 无 穷 
远 直 线 都 叫做 无 穷 远 元 素 或 理想 元 素 . 


2. 射影 点 和 射影 直线 的 基本 性 质 
在 欧 氏 平面 上 引入 了 理想 元 素 后 , 便 拓 广 为 射 影 平 面 ,这 样 的 拓 广 应 使 原来 的 欧 氏 平面 

上 所 具有 的 性 质 和 拓 广 的 欧 氏 平面 的 性 质 统一 起 来 ,才能 起 到 拓 广 的 作用 . 在 欧 氏 平面 上 的 
点 和 直线 的 基本 关系 是 结合 关系 ,因此 在 拓 广 的 欧 氏 平面 上 新 旧 元 素 仍 应 保持 这 种 关系 . 同 
时 由 于 引进 了 新 的 元 素 , 因 此 平面 的 结构 一 定 有 新 的 变化 . 为 了 了 和 解 这 些 情况 ,下 面 来 讨论 
射影 点 和 射影 直线 的 基本 性 质 . 

4 性 质 1 过 任意 两 个 相 异 的 点 A 和 B 有 且 只 有 一 条 射影 直线 . 

”1 ”事实 上 ,如 果 A 和 B 都 是 欧 氏 点 , 据 欧 氏 几 何 公理 ,过 A 和 B 两 

4h- 一 | 点 有 且 只 有 一 条 欧 氏 直线 AB ,在 直线 AB 上 添加 一 个 无 穷 远 点 变 成 为 


各 1.5 ”射影 直线 ;如 果 A 是 欧 氏 点 ,B 是 无 穷 远 点 B-, 设 B- 在 直线 4 上 
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(图 1-5) ,那么 过 点 A 且 平 行 于 /4 的 直线 六 必 过 点 B- , 即 过 点 A 和 B- 有 且 只 有 一 条 射影 
直线 4 ;如 果 A 和 B 两 点 都 是 无 穷 远 点 , 即 为 A. 和 B- , 则 过 点 A 和 B。。 有 和 且 只 有 一 条 无 穷 
远 直 线 , 它 仍 是 射影 直线 . 

性 质 2 射影 平面 上 任意 两 条 相 异 的 射影 直线 有 且 只 有 一 个 交点 . 

事实 上 , 当 两 条 射影 直线 L 和 ls 都 是 欧 氏 直线 时 , 若 和 ls 相交 , 则 有 且 只 有 一 个 交 
点 ;车 4 和 1 平行 ,根据 约定 知 , 有 且 只 有 一 个 交点 一 一 公共 的 无 穷 远 点 . 当 两 直线 4 ,ls 中 
有 一 条 是 无 穷 远 直线 时 ,它们 相交 于 那 条 非 无 穷 远 直 线 上 的 唯一 无 穷 远 点 . 

由 上 可 知 , 引 进 理想 元 素 后 对 于 新 旧 元 素 在 拓 广 的 欧 氏 平面 上 都 具有 上 述 性 质 , 因 此 就 
可 以 不 加 任何 区 分 地 对 待 . 这 种 把 拓 广 的 欧 氏 平面 上 的 平常 元 素 和 理想 元 素 不 加 以 任何 区 
分 的 观点 是 射影 观点 ;而 加 以 区 分 的 观点 是 仿 射 观点 ( 见 $ 4. 1); 根 本 不 承认 理想 元 素 存在 
的 观点 是 欧 氏 观点 ( 见 $4. 3). 在 射影 几何 里 采用 射影 观点 不 加 区 分 地 把 平常 元 素 和 理想 元 
素 叫 做 射影 点 或 射影 直线 ,并 把 添加 了 理想 元 素 的 欧 氏 平面 叫做 射影 平面 ,它们 分 别 简 称 为 
点 .直线 .平面 . 


3. 射影 直线 和 射影 平面 的 模型 
我 们 生活 在 欧 氏 空间 中 ,对 于 欧 氏 直线 和 平面 处 处 都 能 接触 到 它 的 直观 模型 ,这 样 从 其 
中 抽象 出 来 的 概念 也 是 易于 想象 和 理解 的 . 现在 直线 和 平面 都 已 拓 广 了 , 它 当 然 不 同 于 原来 
的 形象 ,因此 需要 寻求 适合 它 的 模型 来 帮助 我 们 理解 和 研究 新 的 概念 
3.1 射影 直线 的 模型 4 8 
在 一 条 射影 直线 上 由 于 添加 了 一 个 理想 点 ,因此 当 沿 着 这 条 直线 向 两 Ce 
个 相反 方向 无 限 延长 时 ,其 最 终 将 要 会 于 一 点 一 这 条 直线 上 那个 无 穷 远 
点 ,所 以 它 是 一 个 封闭 图 形 ,我们 可 以 把 它 想象 成 如 图 1-6 所 示 的 封闭 线 . 
在 射影 直线 上 点 A 和 B 把 这 条 直线 分 为 两 条 线段 :一 条 是 平常 的 线段 1-6 
AB; 另 一 -条 是 包含 着 理想 点 (无 穷 远 点 ) 的 线段 段 AP.B. 
3.2 ”射影 平面 的 模型 
对 于 射影 平面 的 模型 ,可 以 按 下 面 的 方法 构造 构成 . 设 以 点 O 为 中 心 的 半球 面 2 顶部 与 平 
面 + 相 切 于 一 点 S (图 1-7), 以 点 0 为 投射 中 心 把 平面 + 上 的 点 投射 到 半球 面 上 : 如 点 


方法 把 平面 x 上 所 有 点 投射 到 半球 面 上 ,对 于 x 上 的 平常 点 则 
投射 到 开 半 球面 上 ;对 于 x 上 的 无 穷 远 点 M,, 它 在 上 的 像 点 
是 过 点 O 引 SM 的 平行 线 与 半球 面 上 的 “赤道 大 圆 ”( 底 圆 ) 的 
交点 ,此 时 OM (M.。E€ zn 与 “赤道 大 圆 ” 相 交 于 两 点 M % 与 
怕 %. 因此 如 果 把 赤道 大 贺 上 的 对 径 点 M% 与 M 和 “看 做 上 的 同 
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一 点 ,这 样 就 把 射影 平面 r 上 的 点 和 半球 面 互 上 的 点 建立 起 一 一 对 应 . 于 是 当 我 们 把 “赤道 大 
圆 ”的 对 径 点 看 做 同一 点 时 ,半球 面 王 就 是 射影 平面 的 模型 在 这 个 模型 上 的 每 一 个 大 圆 的 半 
圆周 表示 一 条 射影 直线 , 它 在 “赤道 大 圆 ” 上 的 两 端点 看 做 同一 个 点 . 从 这 个 模型 可 以 看 出 , 射 
影 直 线 和 射影 平面 都 是 封闭 的 . 
把 欧 氏 平面 加 以 拓 广 而 得 到 射影 平面 ,保留 了 欧 氏 平面 上 的 一 些 性 质 ,如 “两 相 异 点 确 
定 一 条 直线 ”但 是 有 些 性 质 却 和 原来 的 大 不 相同 . 例如 , 欧 氏 平面 上 两 条 直线 有 相交 和 平行 
之 分 ,在 这 里 则 统一 了 . 又 如 , 欧 氏 平面 上 一 直线 a 把 欧 氏 平面 分 成 两 个 区 域 , 分 别 在 不 同 区 
2 域内 的 两 点 是 不 可 能 用 一 条 与 直线 a 不 相交 的 线段 连接 起 来 的 ,但 是 在 


4 8 ”射影 平面 上 却 不 然 , 任 何 两 点 都 可 以 用 一 条 与 直线 a 不 相交 的 线段 连接 
起 来 ,因此 射影 平面 上 的 任 一 直线 都 不 能 把 该 平面 分 成 两 个 区 域 ,如 

7 图 1-8 中 的 AP。B 就 是 与 直线 a 不 相交 的 线段 . 
图 1.8 在 欧 氏 平面 上 ,两 相交 直线 把 平面 分 成 四 个 区 域 ,两 平行 直线 把 平面 


分 成 三 个 区 域 (图 1-9(a)) ,但 是 在 射影 平面 上 的 两 直线 总 把 平面 分 为 两 
个 区 域 (图 1-9(b)). 同样 的 在 欧 氏 平面 上 ,不 过 同一 点 的 三 条 两 两 相交 的 直线 把 平面 分 为 七 
个 区 域 (图 1-10(a)), 但 是 在 射影 平面 上 这 样 的 三 条 直线 只 能 把 平面 分 为 四 个 区 
域 (图 1-10(b)). 


图 1-10 
4. 利用 中 心 投影 证 明 几 何 问题 
由 于 中 心 投影 保持 结合 性 ,因此 在 证 明 有 关 结 合 性 的 命题 时 ,可 以 将 原 命 题 的 图 形 进 行 
适当 的 中 心 投影 ,由 投影 后 图 形 的 结合 性 而 反衬 出 原 命题 的 结合 性 . 
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例 设 三 直线 upips ,ugqigqz ,urirz 分 别 交 两 直线 oz ,ozs 于 点 加 ,gl 和 点 加 ,gayrz， 
求证 : gr 与 gz? 的 交点 QsT71p: 与 7;pi 的 交点 5 及 p1g 与 psqi 的 交点 c 三 点 共 线 , 且 此 直线 
过 点 o. 

证 明 利用 中 心 投影 将 图 1-11(a) 投 影 成 图 1-11(b) ,其 中 ou 投影 为 无 穷 远 直 线 , 则 

iPr/qqi/Nririypiqiri/ pzqiri. 于 是 得 知 点 gz 与 qzri 的 交点 a ,ripz 与 rpi 的 交点 6， 
及 qz 与 pzqi 的 交点 < 分别 是 平行 四 边 形 giqzrzri ,rirzpzpi ,pipz9291 的 对 角 线 的 交点 ,由 
此 易 知 a ,b,c 三 点 共 线 , 且 此 直线 平行 于 piqiri 与 p292r2. 返回 到 原 图 1-11(a) , 即 得 分 别 
与 a ,b,c 对 应 的 点 a ,b,c 亦 必 共 线 , 且 此 直线 abc 必 过 piqiri 与 pzqzrs 的 交点 o< 的 对 应 
点 0 


习 题 1.1 
1. 下 列 图 形 中 哪些 是 射影 几何 研究 的 对 象 ? 
(1) 三 边 形 ; (2) 直角 三 边 形 ; 
(3) 三 边 形 的 中 线 ; (4) 四 边 形 ; 
(5) 平行 四 边 形 ; (6) 梯形 ; 
(7) 圆 ; (8) 弓形 ; 
(9) 二 次 曲线 ; (10) 三 角形 . 


2. 中 心 投影 把 一 个 圆 投影 成 怎样 的 图 形 ? 

3. 试 证 : 如 果 一 个 平行 四 边 形 经 过 中 心 投影 仍 变 为 平行 四 边 形 , 且 使 得 其 中 一 个 平行 
四 边 形 的 两 双 对 边 分 别 平行 于 另 一 个 平行 四 边 形 的 两 双 对 边 , 则 它们 所 在 平面 平行 . 

4. 已 知 A,B 为 两 定点 ,! 为 不 过 4 ,B 两 点 的 定 直线 . 在 直线 ;上任 取 两 点 P,Q, 令 义 
是 AP 与 BQ 的 交点 ,Y 是 AQ 与 BP 的 交点 , 求证 : 直线 XY 过 直线 AB 上 一 定点 . 

5. 试 证 ; 两 条 不 同 直线 把 射影 平面 划分 为 两 个 区 域 , 

6. 设 在 射影 平面 上 有 n 条 无 三 线 共 点 的 直线 ,试问 : 它们 能 把 射影 平面 划分 成 多 少 个 
区 域 ? 在 欧 氏 平面 上 呢 ? 


二 
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8$1.2 齐 次 坐标 


一 、 齐 次 坐标 的 引进 


在 解析 几何 中 ,我 们 建立 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 ,使 欢 氏 平面 上 的 点 PP 对 应 着 有 序数 对 
(z,y) ,直线 1 对 应 着 线性 方程 ax 十 by 十 c 二 0, 从 而 可 以 利用 代数 方法 来 研究 欧 氏 平面 上 图 
形 的 性 质 . 我们 能 否 用 代数 方法 来 研究 射影 平面 上 图 形 的 性 质 呢 ? 
这 就 得 考虑 如 何 表示 射影 平面 上 点 的 坐标 . 
由 于 射影 平面 是 在 欧 氏 平面 上 拓 广 得 到 的 ,因此 我 们 先 在 欧 氏 
平面 进行 讨论 . 首先 建立 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 Ory (图 1-12), 设 平面 
上 上 相 异 两 直线 和 4 的 方程 分 别 是 
hi: az+hyt+e = 0, 
li: azZz 十 py 十 cz 一 0， 
其 中 a 和 名 不 同时 为 零 ,as 和 bs 不 同时 为 零 . 令 


D, = ES aa 
D; 


当 4 和 4 相交 时 ,有 DD; 关 0. 设 交点 为 PCr,y), 则 点 的 坐标 为 z 一 也 ,y 一 站. 


当 4 和 4 平行 , 即 相 交 于 无 穷 远 点 Pw。 时 ,有 DD; 一 0. 这 时 就 出 现 P。 的 坐标 为 (oo ,oo) 
的 现象 . 

由 于 ce 本 身 不 是 实数 ,即使 我 们 约定 (oo ,oo) 与 无 穷 远 点 对 应 ,但 所 有 无 穷 远 点 都 表示 
为 (co ,co), 还 是 既 无 法 区 分 也 无 法 进行 计算 . 因此 ,在 拓 广 的 欧 氏 平面 上 不 可 能 再 引用 笛 卡 
儿 坐 标 , 要 想 确定 拓 广 的 欧 氏 平面 上 所 有 点 的 坐标 ,就 得 将 原来 的 坐标 表示 方法 加 以 相应 的 
改造 . 为 此 , 令 
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C2 一 (2 cz pz 


zl Xz 
Fe A 3 
TX3 Xs 
则 Xx1 : Za + x3=D, : D, : D;. 


我 们 把 点 了 的 坐标 用 (zi ,zz ,x ) 来 表示 ,并 规定 当 zs3 关 0 时 , (zi,zs,zs) 表 示 平 常 点 ; 当 
Zi 二 0 时 ,车 zi ,Zz; 不 全 为 零 , 则 (zi ,zs ,zs) 表 示 无 穷 远 点 . 当 zi,zzyzs 三 数 都 等 于 零 时 ,就 
出 现 了 (0,0,0) 这 个 形式 ,而 (0,0,0) 不 表示 任何 点 ,也 就 没有 意义 (此 时 4 和 ls 重合 ), 故 应 
排除 在 外 . 

因为 点 的 坐标 是 利用 zi ,zz ,zs 的 比 给 出 的 ,所 以 对 于 任何 实数 po 天 0, (pz ,pzxz ,pozs ) 与 
《xz1，z2 ,XT3) 表 示 射 影 平 面 上 同一 点 , 对 任意 的 有 序 三 实数 组 z= (xi ,x2 ,x;) ,我 们 通常 把 所 
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有 形 如 (pzi ,ozs ,ozs)(p 天 0) 的 有 序 三 实数 组 组 成 的 集合 叫做 有 序 三 实数 组 的 一 个 类 , 记 做 
[xz]. 因此 ,射影 平面 上 每 一 点 的 坐标 (zi ,zs ,zs) 属 于 有 序 的 三 实数 组 的 类 [z]; 反 之 ,对 于 
平面 上 任 一 点 , 它 一 定 可 看 做 某 两 直线 的 交点 ,进而 有 有 序 三 实数 组 的 类 与 之 对 应 . 这 样 射 
， 影 平面 上 的 点 与 除 (0,0,0) 外 的 有 序 三 实数 组 的 类 建立 了 一 一 对 应 . 这 正 是 射影 平面 上 点 坐 
标的 特点 . 

定义 2.1 用 有 序 三 实数 组 的 类 的 形式 来 表示 点 已 的 坐标 ,叫做 点 已 的 齐 次 坐标 ;原来 
的 坐标 (z,y) 叫做 点 的 非 齐 次 坐标 

引进 齐 次 坐标 后 ,就 克服 了 确定 无 穷 远 点 的 坐标 所 产生 的 障碍 ,从 而 使 平常 点 和 无 穷 远 
点 的 坐标 表示 法 得 到 了 统一 . 对 于 平常 点 z, 其 齐 次 坐标 为 (or ,pzs,pzrs)( 它 的 特征 是 
zs 天 0); 对 于 无 穷 远 点 ,其 齐 次 坐标 为 (oz ,pz ,0)( 它 的 特征 是 zs 一 0). 

在 欧 氏 平面 上 的 直线 方程 是 


ez 十 名 y 十 岛 王 0 (ae 不 同时 为 零 )， (2. 1) 
换 成 点 的 齐 次 坐标 , 即 把 ee 代入 (2. 1) 式 得 
zl 十 名 zs 十 名 Zi = 0， (2. 2) 


三 实数 & ,& ,& 完全 确定 了 这 条 直线 ,同时 与 这 三 个 实数 成 比例 的 任何 有 序 三 实数 组 也 能 
确定 这 条 直线 . 因此 ,一 条 直线 也 可 以 用 有 序 三 实数 组 [16 ,15 (天 0) 来 表示 ;反之 , 任 
一 有 序 三 实数 组 [&,&, 名 j( 但 [0,0,0] 除外 ) 均 可 确定 一 直线 &. 我 们 把 有 序 三 实数 组 
[2& ,4&2 ,he ](4 取 0) 作 为 直线 & 的 坐标 ( 注 ; 这 里 采用 方 括 号 “[ ]” 是 为 了 与 点 的 坐标 相 区 
别 ). 

由 于 平面 上 每 个 无 穷 远 点 都 在 无 穷 远 直线 上 ,因而 无 穷 远 点 的 坐标 (zi ,xz ,0) 都 应 满足 
它 的 方程 ,也 就 是 说 zi ,zz 为 任何 实数 时 该 方程 都 成 立 , 那 么 就 必须 是 包 =& 二 0, 所 以 无 穷 
远 直线 的 方程 是 

&X3 二 0 或 ze 一 0. (2. 3) 

由 于 与, 色 ,& 不 能 同时 为 零 , 故 名 隆 0, 所 以 无 穷 远 直线 的 坐标 是 [0,0,&] 或 [0,0,1]. 

通过 上 面 的 讨论 ,我 们 可 以 得 出 拓 广 的 欧 氏 平面 的 一 个 算术 模型 , 那 就 是 : 用 不 全 为 零 
的 有 序 三 实数 组 (zi ,zx ,zx;) 表 示 平 面 上 的 点 z, 把 它 叫 做 点 x 的 齐 次 坐标 ,并 且 (zzzyzs) 
与 (px1 ,pxrz ,pzs)(o 天 0) 表 示 同 一 个 点 x, 其 中 平常 点 对 应 zs 天 0 ,无 穷 远 点 对 应 zs 二 0; 用 不 
全 为 零 的 有 序 三 实数 组 [和 ,&,& 表示 平面 上 的 直线 6 把 它 叫做 直线 上 的 齐 次 坐标 ,并 且 
[和 ,ee 与 [ia ,4& ne]( 天 0) 表 示 同 一 条 直线 6 其 中 平常 直线 的 皇 , 拓 不 同时 为 零 ,无 
穷 远 直 线 的 ,& 同时 为 零 . 


二 、 射影 平面 的 定义 
从 上 面 对 齐 次 坐标 的 讨论 可 知 , 设 Zz 一 (zyzayzs) 是 任意 的 一 个 有 序 三 实数 组 ,所 有 形 如 
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(pzi ,pzz ,pzxs) lp 才 0) 的 有 序 三 实数 组 组 成 的 集合 为 有 序 三 实数 组 的 一 个 类 [zj. 若 zz 一 xz 一 
Zs 一 0, 则 称 [zj 为 零 类 . 当 且 仅 当 两 类 有 序 三 实数 组 有 一 个 公共 的 有 序 三 实数 组 时 ,这 两 个 类 
相同 . 如 果 两 个 有 序 三 实数 组 zx,y 属于 同一 个 类 , 记 做 z 一 关 否 则 记 做 xzXy. 除 了 零 类 只 含有 
一 个 有 序 三 实数 组 (0,0,0) 外 ,其 他 每 一 类 有 序 三 实数 组 都 包含 无 穷 多 个 有 序 三 实数 组 . 

作 了 以 上 说 明 后 ,我们 引进 如 下 射影 平面 的 抽象 定义 : 

定义 2.2 除 零 类 外 ,所 有 有 序 三 实数 组 的 类 [zj] 组 成 的 集合 已 叫做 射影 平面 (也 称 
为 实 二 维 射影 空间 ). 集合 P? 中 的 一 个 元 素 一 一 类 [zj] 叫做 射影 平面 上 的 一 个 点 ,每 一 个 类 
[zj 包含 有 无 限 多 个 有 序 三 实数 组 ,它们 都 叫做 点 Lz] 的 坐标 ,其 中 每 一 个 有 序 三 实数 组 
Zz 一 (zzayzs) 叫 做 点 [zj] 的 一 个 成 员 . 

在 讨论 时 ,我 们 通常 把 指定 的 点 [zj] 的 成 员 叫 做 点 [xj 的 代表 或 解析 点 , 写 做 zx* 或 
(xz? ,区 ,区 ). 如 果 未 指定 代表 , 则 点 的 坐标 可 以 在 该 点 的 坐标 类 中 任意 选取 ,但 一 经 选取 后 则 
是 固定 不 变 的 . 因为 点 [zj 可 用 任 一 成 员 来 代表 ,所 以 也 可 以 写成 点 工 或 点 (zi ,xz ,za)， 

射影 平面 的 这 个 定义 虽然 是 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 的 某 些 几何 事实 的 启发 下 做 出 来 的 ， 
但 是 它 与 笛 卡 儿 直 角 坐 标 却 没 有 丝毫 关系 ,因为 它 纯粹 是 用 数 的 概念 下 的 定义 . 因此 我 们 把 
点 工 一 (zlyzayzs) 中 的 三 个 数 zi G 一 1,2,3) 叫 做 点 z 的 绝对 坐标 . 这 时 也 常常 将 点 工 记 做 
Zz(zzzyzs), 需要 指出 的 是 ,前 面 我 们 从 拓 广 的 欧 氏 平面 给 出 的 射影 平面 的 定义 ,是 依附 于 
欧 氏 平面 提出 来 的 , 它 是 一 种 直观 的 拓 广 ,现在 用 有 序 三 实数 组 的 类 的 集合 来 定义 射影 平 
面 ,从 这 个 概念 本 身 来 说 是 比较 抽象 的 ,但 是 它 却 比 用 拓 广 的 欧 氏 平面 来 定义 更 为 独立 , 因 
而 对 讨论 射影 几何 系统 来 说 更 为 完善 . 同时 ,这 样 定义 射影 平面 更 具有 一 般 性 ,任何 一 个 集 
合 , 只 要 它 的 元 素 与 有 序 三 实数 组 的 类 的 集合 已 : 建立 一 一 对 应 ,这 个 集合 就 是 射影 平面 P? 
的 一 个 模型 . 在 前 面 我 们 用 拓 广 的 欧 氏 平面 来 建立 射影 平面 ,由 于 拓 广 的 欧 氏 平面 上 的 点 、 
直线 及 点 线 结 合 关系 对 应 着 有 序 三 实数 组 及 有 关 的 运算 ,因此 我 们 说 有 序 三 实数 组 的 类 的 
集合 是 拓 广 的 欧 氏 平面 的 算术 模型 . 现在 我 们 用 有 序 三 实数 组 的 类 的 集合 来 定义 射影 平面 
P ,那么 拓 广 的 欧 氏 平面 就 是 射影 平面 已 : 的 几何 模型 , 拓 广 的 欧 氏 平面 内 的 点 就 对 应 着 射 
影 平面 已 内 的 有 序 三 实数 组 的 类 . 

我 们 知道 , 拓 广 的 欧 氏 平面 上 的 直线 & 也 可 以 用 有 序 三 实数 组 [& ,后 , 拓 ] 来 表示 ,而 且 
[&,, 生 ] 与 [5 ,Me ,A461(4 关 0) 表 示 同 一 条 直线 ,因而 拓 广 的 欧 氏 平面 上 所 有 直线 组 成 的 
集合 工 与 除 零 类 外 所 有 有 序 三 实数 组 的 类 组 成 的 集合 已 : 同样 可 以 建立 一 一 对 应 . 因此 , 拓 
广 的 欧 氏 平面 上 所 有 直线 组 成 的 集合 工 也 是 射影 平面 P* 的 一 个 模型 ,这 时 本 里 的 元 
素 一 一 拓 广 的 欧 氏 平面 上 的 直线 便 可 解释 为 射影 平面 PP 上 的 点 ( 即 有 序 三 实数 组 的 类 ). 

此 外 ,在 空间 解析 几何 里 ,所 有 经 过 坐标 原点 的 直线 组 成 的 集合 N 内 每 一 条 直线 & 的 方 
向 数 n 二 (m1 ,nz ,ns) 是 一 个 有 序 三 实数 组 ,而 CAni ,Ara ,Ans)(4 关 0) 也 是 同一 条 直线 & 的 方向 
数 ,所 以 集合 N 内 的 每 一 直线 的 方向 数 可 以 表示 为 一 个 有 序 三 实数 组 的 类 [nj]. 显然 , 除 
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零 类 以 外 ,所 有 有 序 三 实数 组 的 类 与 所 有 过 坐标 原点 的 直线 可 以 建立 一 一 对 应 ,因此 集合 N 
也 是 射影 平面 P? 的 一 个 模型 . 在 这 个 模型 里 ,集合 N 内 的 每 个 元 素 一 一 过 坐标 原点 的 直线 
便 可 解释 为 射影 平面 已 上 的 点 . 


三 、 有 序 三 实数 组 的 运算 


我 们 在 前 面 用 有 序 三 实数 组 来 定义 射影 平面 ,这 样 今后 讨论 射影 平面 上 的 点 、 线 以 及 点 线 
结合 的 问题 就 转化 为 有 关 有 序 三 实数 组 的 运算 . 因此 我 们 有 必要 引进 有 序 三 实数 组 的 运算 . 而 
为 了 引进 运算 , 需 先 给 出 两 有 序 三 实数 组 相等 的 概念 : 对 于 两 任意 有 序 三 实数 组 

4 一 (ayazyd)， b= (Cb,b ,bs), 
当 且 仅 当 a 二 6.(i 二 1,2,3) 时 , 称 a 等 于 465, 记 做 4==6b. 

设 4a==(a1,az143) ,6 二 (61 ,bz ,603),c 王 (ciscz103) 是 三 个 有 序 三 实数 组 ,XA,w 是 不 为 零 的 
任意 实数 ,我 们 引进 下 列 关 于 有 序 三 实数 组 运算 的 定义 : 

(1) 数 乘 : 4 与 a 的 屁 积 Ma 定义 为 


Ma 一人 (aiyazyas) 一 (MaiazyMas) (天 0). (2. 4) 

(2) 和 : a 与 6 的 和 a 十 b 定义 为 
4& 十 一 (alyaryas) 十 (pp3) = (alba bo ,as 6;). (2.5) 
结论 1 Ma 十 pp 一 Gai 十 pbi ,Maz 十 pp ,Ma 十 pbs). (2.5’) 


特别 地 , 当 A=1,x=—1 时 ,有 a 一 6 二 (41 一 bas 一 bz yas 一 bs), 称 之 为 a 与 5 的 差 . 
(3) 数量 积 : a 与 2 的 数量 积 a .6b 或 ab 定义 为 
ap 一 ap 十 arps tt ab;. (2. 6) 

显然 ,有 a* b= 二 b。，a. 
结论 2 Qa 二 pb)* (Xa' 二 pb') 

一 AM Ca，a 十 Ma 6b) tA b+ a )tpu (bb'). (2.6') 
(4) 向 量 积 : a 与 5 的 向 量 积 a Xb 定义 为 
Q2 as 


b: bs 


Ca Ul 


bs bi 


CI 22 


b! bz 


9 9 


“xs= | 


| (2.7) 


容易 验证 ,有 aXb= 一 (bXa). 
对 于 任意 实数 d,e,f,g 和 qz ，e ,了 ,g' ,由 行列 式 的 性 质 有 
jd 十 pe 1 十 pe d d’ 
Af +ug Af’ tug’ ff 
于 是 可 以 证 明 如 下 结论 : 
结论 3 Qa 十 j6) X (Xa’'+p'b’) 
一 AM (aXa) +a (aXxb) ta (bXa)tpr (bXb'). (2.7’) 


,ld e” ed’ 
十 AH gf 


一 AN 十 pA +pp 


| 
如 8 
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(5) 混合 积 : 由 前 面 定 义 得 
Ci us as 
b! b, bs 


Cl C2 Cy 


a*» (bXce)= 全 |a,p,c|， (2. 8) 


称 之 为 混合 积 . 可 以 证 明 
ae (bXce)=b. (ccXa)=e. (axb)= |a,b,cl. (2. 9) 

值得 注意 的 是 ,有 序 三 实数 组 的 运算 与 解析 几何 里 空间 向 量 运算 形式 相 一 致 ,但 这 里 不 
能 直接 套用 ,必须 重新 定义 ,原因 在 于 以 下 两 点 : 

第 一 ,解析 几何 里 空间 向 量 运算 的 定义 是 与 第 卡 儿 直角 坐标 系 相 关联 的 ,在 射影 平面 上 
不 能 再 使 用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 , 而 且 到 目前 为 止 ,我 们 还 没有 建立 其 他 任何 坐标 系 . 

第 二 ,解析 几何 里 空间 向 量 坐标 的 定义 是 以 欧 氏 空间 里 线段 长 度 和 角度 等 概念 为 依据 
的 . 而 射影 平面 却 没有 线段 的 长 度 、 角 度 、 面 积 等 度量 概念 ,因此 对 于 射影 平面 没有 实际 意 
义 . 例如 ,对 于 一 条 线段 ,如 果 两 个 端点 都 是 平常 点 ,这 线段 还 有 可 能 度量 (但 也 不 尽 然 ); 如 
果 不 是 平常 点 , 便 无 法 度量 了 . 同时 即使 线段 的 两 端 都 是 平常 点 , 且 可 以 度量 ,但 通过 中 心 投 
影 是 会 改变 其 长 度 的 . 在 射影 平面 上 既然 已 没有 ”长度 ”的 概念 ,与 长 度 有 关 的 定义 自然 就 不 
适用 了 . 

通过 以 上 的 分 析 可 知 , 用 有 并 三 实数 组 来 表示 射影 平面 上 的 点 和 直线 , 既 可 把 平常 元 素 
和 理想 元 素 统一 起 来 ,又 能 引进 与 向 量 运算 形式 一 致 的 运算 ,可 以 达到 简捷 方便 的 效果 . 


、 射影 平 面 上 的 直线 及 点 线 结合 关系 


从 几何 观点 来 说 ,平面 射影 几何 是 以 研究 点 、 直 线 及 点 线 结合 关系 为 基本 内 容 的 学 科 ， 
因此 有 必要 把 这 些 基本 关系 与 有 序 三 实数 组 的 运算 对 应 起 来 . 


1. 直线 的 坐标 与 方程 

通过 前 面 的 讨论 ,由 (2. 2) 式 可 给 出 直线 的 定义 ， 

定义 2.3 满足 线性 方程 

名 zi 十 殷 z 十 名 za 一 0 (6 不 全 为 零 ) (2. 10) 

的 点 z 二 (zi ,zz ,Xz;) 组 成 的 集合 (轨迹 ) 叫 做 射影 平面 P? 上 的 一 条 直线 ,其 中 方程 (2,10) 称 
为 该 直线 的 方程 . 

利用 数量 积 的 定义 ,方程 (2. 10) 可 以 写成 

ec。 一 0 (é€ 关 0)， 

其 中 €= (&,& ,6&). 

如 果 非 零 的 有 序 三 实数 组 z= (xi ,xz ,x ) 满 足 方程 (2. 10) ,那么 任意 一 个 有 序 三 实数 
组 > 一 ( ,yy ), 当 ?一 4z, 且 1 天 0 时 ,也 满足 方程 (2. 10). 这 就 说 明 ,如 果 射 影 平 面 P* 上 
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的 点 [zj 的 一 个 代表 z "满足 方程 6E。 z= 二 0 的 话 ,那么 这 个 点 [zj] 的 任何 一 个 成 员 Mz " 也 满 
足 这 个 方程 

设 有 两 个 方程 
cz=0 和 7Zz=0， (2. 11) 

其 中 上 和 7 是 给 定 的 有 序 三 实数 组 的 类 , 且 ¢ 了 0,y 关 0. 当 ~7 时 ,这 两 个 方程 表示 同一 直 

线 ; 当 & 7 时 ,它们 则 表示 两 条 不 同 的 直线 . 所 以 有 序 三 实数 组 的 类 组 成 的 集合 与 射影 平面 
P* 上 的 直线 的 集合 之 间 成 为 一 一 对 应 . 因此 我 们 可 以 取 直 线 & 的 方程 &* z==0 的 系数 所 成 
的 有 序 三 实数 组 [6 ,& ,&] 的 类 [6 来 表示 这 条 直线 , 记 做 六 6 ee] ,并 把 直线 方程 的 三 
个 系数 &(i 二 1,2,3) 叫 做 直线 的 绝对 坐标 . 

相应 地 ,对 于 固定 的 点 x《zi ,zz ,Zz3), 方 程 x。 二 0 就 叫做 点 zx 的 方程 . 


2. 点 与 直线 的 结合 关系 
所 谓 点 z 与 直线 & 相 结 合 ,是 指点 z 在 直线 上 ,或 者 直线 & 过 点 xz. 前面 所 述 方程 
E*X==0 (E€ 关 0,z 关 0) 
是 点 工 与 直线 上 相 结合 的 表示 式 , 它 的 几何 意义 是 : ER 
(1) 当 # 为 给 定 的 有 序 三 实数 组 ,而 zx 为 变动 的 有 序 三 实数 组 时 ,方程 6。 xz 二 0 表示 在 
定 直 线 & 上 所 有 点 组 成 的 集合 (或 轨迹 ) ,所 以 £， zx 一 0 是 直线 & 的 方程 . 例如 ,对 于 方程 
3X1 十 2zs 一 Ta 一 0， 
[3,2, 一 1] 是 给 定 的 直线 坐标 , (zi ,zs zs) 是 变动 的 点 坐标 ,因此 该 方程 是 直线 [3,2, 一 1] 
的 方程 . 
(2) 当 z 为 给 定 的 有 序 三 实数 组 ,而 & 为 变动 的 有 序 三 实数 组 时 ,方程 &* zx 二 0 表示 经 过 
定点 工 的 所 有 直线 组 成 的 集合 (或 包 络 ), 所 以 &。z 二 0 是 点 工 的 方程 .例如 ,对 于 方程 
2& —& 二 & 一 0， 
(2, 一 1,1) 是 给 定 的 点 坐标 ,[& 名] 是 变动 的 直线 坐标 ,因此 该 方程 是 点 (2, 一 1,1) 的 方程 . 
(3) 当 &,z 都 分 别 是 给 定 的 有 序 三 实数 组 时 ,等 式 £。 z= 二 0 表示 直线 & 与 点 x 相 结合 ， 
即 直 线 € 过 点 工 , 或 说 点 工 在 直线 & 上 . 例如 ,给 定点 z(2, 一 3,1) 和 直线 [1,2,4], 有 
2。1 十 (一 3)。2 十 1。4 一 0， 
此 时 &* z 一 0 表示 直线 红 1,2,4j 过 点 z(2, 一 3,1) ,或 说 点 zx(2, 一 3,1) 在 直线 [1,2,4] 上 . 
3. 两 点 的 连 线 与 两 直线 的 交点 
设 纪 和 ,所 , 名 ] 和 妃 六 六, 因 ] 是 相 异 两 直线 , 则 6 与 7 的 交点 工 的 绝对 坐标 是 方程 组 
名 Zi 十 名 zz 十 名 zs 一 0， 
思 Z 十 产 Zz 十 六 Za 一 0 


(2. 12) 


的 非 零 解 , 它 满足 
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TI 
& & & 6& & 名 
次 办 加 办 力 六 
即 这 个 解 为 
z= Cams) [| | | 区 | a 
六 加 | | 为 | | 六 六 


根据 (2. 7) 式 可 知 ,两 直线 6 与 ] 的 交点 为 x 一 EX 这 里 的 “X” 号 既 表 示 交 点 ,也 表示 向 量 
积 的 运算 , 它 具有 双重 意义 . 
同 理 , 若 相 异 两 点 z,y 连接 成 直线 ¢, 则 直线 & 的 绝对 坐标 为 


Z2 Xs X33 Xl 1 Xz 
[aa ,& ,6 = | , 9 | 9 (2. 14) 
2 3 ys 1 1 yz 
即 8 二 xXy. 这 里 的 “X” 号 既 表 示 连 线 ,也 表示 向 量 积 的 运算 , 它 具 有 双重 意义 . 
4. 共 线 点 与 共 点 线 
车 三 点 z,y,z 共 线 , 即 点 工 在 直线 >Xz 上 , 则 有 
ze(yXz) 一 0， 即 |z,y,z|=0. (2. 15) 


反之 , 设 对 于 三 点 x,ysz 有 {2:15) 式 成 立 , 如 果 在 此 三 点 中 有 两 点 相 异 ,例如 yz, 则 必 可 
连接 成 直线 y>X z, 于 是 由 (2. 15) 式 知 工 在 yXz 上 , 即 z,y*z 三 点 共 线 ;如 果 三 点 相同 ,也 必 
是 三 点 共 线 ,因此 , | z,y,z| 王 0 是 z,y,z 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 . 

车 y,z 是 给 定 的 两 相 异 点 , 且 点 z 在 直线 yXz 上 , 则 xz，(yXz)=0, 即 |zx,y,z|==0. 
因此 z,y,z 线性 相关 (将 x,y,z 看 做 三 个 向 量 ). 因为 yxXz, 所 以 工 必 为 y,z 的 线性 组 合 , 即 
必 存 在 两 实数 A,p, 使 得 z= 二 Ay 十 pz. 反之 ,车工 =Ay 十 pz (4s,p 不 同时 为 零 ), 则 

|z,yz|= lhy 十 pzyyyz| 一 0， 
即 z,y,z 三 点 共 线 . 所 以 , 若 y,z 相 异 ,z 一 My 十 pz 也 是 zx,yz 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 . 

同 理 可 得 , 6, 7 ,5 三 直线 共 点 的 充分 必要 条 件 是 

6 (9X =0,， 即 |é,y,¢|= 0; 
若 7,“ 相 异 , 则 上 ,7 ,三 直线 共 点 的 充分 必要 条 件 是 
ee 一 灯 十 此 (实数 4X, 不 同时 为 零 ). 

综合 上 述 ,概括 为 如 下 定理 : 

定理 2.1 (1) 点 工 与 直线 上 结合 的 充分 必要 条 件 是 6E。z = 0 ( 它 表 示 直 线 5 的 方程 ,或 
点 工 的 方程 ). 

(2) 两 相 异 点 x ，y 的 连 线 为 一 工 Xy. 

(3) 两 相 异 直线 & , 的 交点 为 zx 一 和 X7. 


(4) z,y,z 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 |z,y,z| 一 0; 若 y,z 相 异 ， 则 zy，z 三 点 共 线 
的 充分 必要 条 件 是 z= 二 Ay 十 uz 实数 4,p 不 同时 为 零 )， 
(5) 6,7 沙 三 直线 共 点 的 充分 必要 条 件 是 |6,7,5| 一 0; 若 y9,& 相 异 ， 则 ,7,5 三 直线 共 
.点 的 充分 必要 条 件 是 二 4w 十 ut( 实 数 4,p 不 同时 为 零 ). 
例 1 设 有 三 点 a 一 (2,3, 一 2) ,8 一 (1,2, 一 4) ,cc 二 (0,1, 一 6). 
(1) 证 明 ; a,b,c 三 点 共 线 ; 
(2) 求 使 得 a = X45 十 jc 的 4A, 的 值 ; 
(3) 在 类 [5] ,Lcj 中 分 别 求 出 一 个 代表 6",c" ,使 得 a 二 6b* 一 c*; 
(4) 在 [5], [cj 中 分 别 求 出 一 个 代表 b*,c“ ,使 得 ga 一 2 十 c *. 


解 (1) 因为 
2 3 一 2 
la,b,c|= |1 2 一 4| 一 0， 
0 1 一 6 
故 a,b 7 一 三 点 共 上 线 ， 


(2) 由 a = 入 十 jc ,将 abc 三 点 的 绝对 坐标 代 人 有 
2 一 人 十 01， 
| 2 十 ]， 
一 2 一 一 包 一 60， 
解 得 A 二 2 , p= 一 1. 
(3) 由 (2) 知 & 一 20 一 c ,与 a = 二 6b" 一 c” 比较 得 
b’=26= (2,4,—8), c=¢c= (0,1,—6). 
《4) 与 (3) 类 似 地 ,得 
0 一 20 一 (2,4, 一 8)，c 一 一 < 一 (0 一 1,6)， 
例 2 试 求 过 直线 2zi 十 zz 十 Za 一 0 和 3zi 一 4zz 十 2zs 一 0 的 交点 , 且 与 直线 4zi 十 
za 一 3za 一 0 平行 的 直线 的 坐标 ， 


解 ” 解 方程 组 
2zi 十 zz 十 zs 一 0， 
人 
得 交点 坐标 为 
(Z1，Z2 7Z3 ) 一 | ee ? | | = (6,—1,—11). 
一 4 2 2 3| |3 一 4 


又 所 求 直线 与 直线 4zl 十 zz 一 3zs 一 0 平行 ,从 而 过 471 十 Za 一 3z3s 一 0 的 无 穷 远 点 , 即 过 点 
(1 一 4,0) ,所 以 所 求 的 直线 坐标 为 


| 第 一 章 射影 平面 


态 


(6 ， 一 1， 一 11) xX 《1， 一 4,0) Ea [一 44， 一 1 上， 一 23] Co [44,11,23]. 
习 题 1.2 


1. 设 有 三 点 zx(0,2,3),y(1, 一 1,2),z(3,1,0). 

(1) 求 直线 zXy，yXz,zXz 的 坐标 和 方程 ; 

(2) 求 点 TY 的 方程 . 

2. 设 有 三 直线 [2, 一 1, 一 1] ,7w[0,3,2] , t 一 1,3, 一 1j. 

(1) 求 点 EX7，7Xx5，5x6E 的 坐标 和 方程 ; 

(2) 求 直线 &,w,5 的 方程 . 

3. 已 知 四 直线 &: zl 一 五 一 011: TZx3—=0,6: 2z 十 za 一 Za 一 0,p: Xz 十 xz; 二 0, 求 直 
线 (EX)X(EXg) 的 坐标 和 方程 . 

4. 判断 下 列 各 组 点 是 否 共 线 : 

(1) z( 一 1,1,1),y(5, 一 7, 一 1),z(1, 一 2,1); 

(2) x(3,0,1),y(5,1,2),z(2,1, 一 1). 

5. 判断 下 列 各 组 直线 是 否 共 点 : 

(1) é[1,2, — 3], m2,3, —6],¢[4, —1,— 12]; 

C2) [1, —1,2],3,2,1], 1,0,1]. 

6. 给 定点 ZC(1,2,3),y(1,1,1),z(2,3,4),z (一 3， 一 2,1)， (0,0,1)，z (一 3， 一 2,0)， 
求 直线 二 xXy ,二 x Xy19 一 Xe ,7 二 yy Xz, 5 一 xzXz , 九 二 zx Xz, 并 分 别 求 $ 与 &， 
7 与 9 , 心 与 5 这 三 对 直线 的 交点 ,这 三 个 交点 是 否 共 线 ? 

7. 如 果 存 在 , 求 下 列 各 点 的 非 齐 次 坐标 : 

(2,4, —1), (M10, —V6,2), (0,1,0), (0,4,3), (1,4,0). 

8. 求 下 列 直线 上 的 无 穷 远 点 : 

(1) zi xz — 4zr; = 0; (2) zi 十 2zs = 0; 

(3) zz — 2x3 = 0; (4) zi 十 5zs 二 0. 


”$1.3 对 偶 原 理 与 Desargues 透视 定理 


一 、 平面 图 形 


射影 平面 上 由 基本 元 素 一 一 点 和 直线 所 构成 的 图 形 叫 做 平面 图 形 或 平面 形 . 最 基本 的 
平面 图 形 有 : 点 列 和 线束 ,叫做 一 维基 本 图 形 ; 点 场 和 线 场 ,叫做 二 维基 本 图 形 . 另外 ,比较 
简单 的 平面 图 形 有 三 点 形 .三 线形 .四 点 形 .四 线形 等 . 下 面 分 别 加 以 介绍 . 


上 
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1. 点 列 和 线束 
定义 3.1 直线 上 上 所 有 点 组 成 的 集合 叫做 点 列 , 其 中 直线 上 叫做 点 列 的 底 ， 
如 图 1-13 所 示 , 直线 £ 一 yXz 是 点 列 y,z,… 的 底 , 记 做 &(y,z,…), 或 者 记 做 &(z) 或 
(Zz) ,这 里 z 表示 点 列 上 的 任 一 点 . 
设 点 yXz,y 和 = 分 别 是 类 [y] 和 [z] 的 任意 成 员 , 则 直线 yXz 和 人 人 
上 的 点 都 可 表示 为 4y 十 jz 的 形式 ,但 由 于 y 和 > 的 任意 性 ,由 My 十 wz 前 
所 表示 的 点 也 就 具有 不 确定 性 . 为 了 表达 确定 的 点 ,就 得 确定 [yj] 和 
[zj] 的 代表 , 令 所 指定 的 代表 分 别 为 y* 和 zx" . 这 时 ,对 于 直线 yXzx 上 的 任 一 点 xz, 因为 x”， 
yz 共 线 , 故 z',y',z' 线性 相关 ,那么 必 存 在 唯一 的 不 全 为 零 的 实数 对 (4,p) ,使 得 
rx Ay Fu 3s 
反之 , 任 给 不 全 为 零 的 实数 对 G4,p) , 则 Xy"' 十 uz" 就 是 以 yXz 为 底 的 点 列 中 一 个 确定 的 
点 工 . 当天 0,p 天 0 时 ,Ay' 十 pz" 必 不 同 于 y,z; 当 4 二 0 时 , hy' 十 pz ~~z; 当 = 二 0 时 ， 
”十 pz "一 yy。 
定义 3.2 射影 平面 上 过 同一 点 a 的 所 有 直线 组 成 的 集合 叫做 线束 ,其 中 公共 点 a 叫做 
线束 的 中 心 . 
图 1-14 中 以 a 为 中 心 的 线束 ,可 记 做 z(7,5，…) ,或 者 记 做 a(6) 或 
(5 ,这 里 的 6 表示 线束 的 任 一 直线 . 
和 点 列 相 类 似 , 在 射影 平面 上 取 相 异 两 直线 y,5, 并 指定 y* 和 &* 分 别 
轨 '+1"” 是 [和 [ 纪 的 代表 ,对 于 过 点 7X 的 任 一 直线 &, 存 在 唯一 不 全 为 零 的 
实数 对 (4,p) ,使 得 
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图 1-14 和 
= Xn ”十 / 必 3; 


反之 , 任 给 不 全 为 零 的 实数 对 (4,p), 则 17 十 jt" 表示 以 点 mwXY 为 中 心 的 线束 中 一 条 确定 
的 直线 &. 当 2 隆 0,p 隆 0 时 ,Ay' 十 jt" 是 以 wyX&8 为 中 心 的 线 东 里 不 同 于 wy,$ 的 一 条 直线 ; 当 
4 二 0 时 ,Ay 十 pb* ~; 当 p 二 0 时, Ay' 十 pb" 一 修 

2. 点 场 和 线 场 

定义 3.3 射影 平面 上 所 有 点 组 成 的 集合 叫做 点 场 ,其 中 该 射影 平面 叫做 点 场 的 底 . 射 
影 平面 上 所 有 直线 组 成 的 集合 叫做 线 场 , 其 中 该 平面 叫做 线 场 的 底 . 

其 实 , 点 场 和 线 场 在 某 种 意义 下 都 是 射影 平面 的 同 义 语 . 


3. 常见 的 简单 平面 图 形 

定义 3.4 不 共 线 三 点 及 每 两 点 的 连 线 所 组 成 的 平面 图 形 叫 做 三 点 形 ,其 中 每 一 个 点 叫 
做 三 点 形 的 顶点 ,每 两 点 的 连 线 叫做 三 点 形 的 边 . 

定义 3.5 不 共 点 三 直线 及 每 两 直线 的 交点 所 组 成 的 平面 图 形 叫 做 三 线形 ,其 中 每 一 条 
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直线 叫做 三 线形 的 边 ,每 两 条 直线 的 交点 叫做 三 线形 的 项 点 . 

显然 ,三 点 形 和 三 线形 是 同样 的 图 形 . 

定义 3.6 由 无 三 点 共 线 的 四 个 点 及 它们 顺 次 两 两 的 连 线 所 组 成 的 平面 图 形 叫做 简单 四 
点 形 ( 简 称 四 点 形 ) ,其 中 四 个 点 叫做 四 点 形 的 项 点 ,四 条 顺 次 两 顶点 的 连 线 叫做 四 点 形 的 边 . 

定义 3.7 由 无 三 线 共 点 的 四 条 直线 及 它们 顺 次 两 两 的 交点 所 组 成 的 平面 图 形 叫 做 简 
单 四 线形 (简称 四 线形 ) ,其 中 四 条 直线 叫做 四 线形 的 边 ,四 个 顺 次 两 线 的 交点 叫做 四 线形 的 
顶点 . 

显然 ,简单 四 点 形 和 简单 四 线形 是 同样 的 图 形 . 

类 似 地 ,我 们 可 以 定义 n 点 形 和 nn 边 形 . 

定义 3.8 由 无 三 点 共 线 的 个 点 及 它们 顺 次 两 两 的 连 线 所 组 成 的 平面 图 形 叫 做 简单 
n 点 形 ( 简 称 点 形 ), 其 中 妈 个 点 叫做 nn 点 形 的 顶点 ,n 条 硕 次 两 顶点 的 连 线 叫做 n 点 形 
的 边 . 

定义 3.9 由 无 三 线 共 点 的 = 条 直线 及 它们 顺 次 两 两 的 交点 所 组 成 的 平面 图 形 叫做 简 
单 ? 线形 (简称 线形 ) ,其 中 条 直线 叫做 线形 的 边 ,n 个 顺 次 两 线 的 交点 叫做 线形 的 
顶点 . 

类 似 于 初等 几何 ,我 们 可 以 有 点 形 和 nn 线形 的 对 边 和 对 顶点 的 概念 . 


二 、Desargues 透视 定理 


定理 3. 1(Desargues 透视 定理 ) 若 两 三 点 形 对 应 顶点 的 连 线 共 点 , 则 其 对 应 边 的 交点 
共 线 . 

证 明 如 图 1-15 所 示 , 设 两 三 点 形 zyz 和 zy z' 的 对 应 顶 
点 连 线 a 二 +zXzx', BP 二 yXy ,Y= 二 zXz 共 点 岂 , 下 证 对 应 边 的 交点 
a=(yXz) X (y Xz), b=(zXz) X (x Xr), z=(rXy) X (x XYy) 
共 线 . 

因为 w,x,x' 共 线 ,w,y,y 共 线 , 且 w,z,x 共 线 , 故 必 可 选取 
解析 点 也 i 9 sy 9 人 ,使 得 

a 


由 后 两 式 移 项 得 


» 。 1 1。 
有 


y* 一 z* 应 是 与 y" ,z' 共 线 的 一 个 点 ,y 一 z“ 应 是 与 y“”,z“ 共 线 的 一 个 点 , 今 两 点 相同 ， 
则 它 应 是 直线 yXz 与 y Xz 的 交点 a. 故 必 存 在 一 解析 点 a” ,使 得 
a 二 yy"—xz'. 


同 理 ,应 分 别 存在 解析 点 5" ,c" ,使 得 
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b= ry Cy, 

于 是 得 ae" 十 b' 十 c* 二 0, 即 a,b,c 线性 相关 ,故此 三 点 基线 . 

定理 3. 2(Desargues 透视 逆 定 理 ) 若 两 三 点 形 对 应 边 的 交点 共 线 , 则 其 对 应 项 点 的 连 
. 线 共 点 . 

证 明 如 图 1-15 所 示 , 设 a,b,c 三 点 共 线 ,下 证 a,B,Y 三 线 共 点 . 

设 aXy=w. 在 两 三 点 形 xcx 和 xaz 中 ,因为 对 应 顶点 的 连 线 zXz,cXa,zx Xz 交 于 一 
点 5, 所 以 据 定理 3.1 知 ,其 对 应 边 的 交点 y,y ,w 共 线 , 即 6 一 yXy 亦 过 点 到 ,因此 ,8,7 交 
于 一 点 ww 

定义 3.10 如 果 两 三 点 形 对 应 顶点 连 线 共 点 ,对 应 边 的 交点 共 线 , 则 称 此 两 三 点 形成 透 
视 关 系 , 其 中 对 应 顶点 连 线 的 交点 叫做 透视 中 心 ,对 应 边 交点 所 在 的 直线 叫做 透视 轴 , 两 三 
点 形 叫 做 透视 三 点 形 . 

由 定义 3. 10, 上 述 定 理 3. 1 和 定理 3. 2 可 叙述 为 : 两 三 点 形 若 有 透视 中 心 , 则 必 有 透视 
轴 ; 反 之 , 若 有 透视 轴 , 则 必 有 透视 中 心 . 

注 (1) Desarguas 透视 定理 在 射影 几何 里 有 重要 作用 ,关于 这 个 问题 ,我 们 将 在 第 五 
章 加 以 论述 . 

(2) Desarguas 透视 定理 在 证 明 共 线 点 与 共 点 线 的 命题 中 用 途 很 广 , 特 别 是 初等 几何 中 
许多 关于 共 线 点 与 共 点 线 的 命题 ,都 可 看 做 它 的 特例 . 

(3) Desarguas 透视 定理 中 两 个 成 透视 关系 的 三 点 形 的 顶点 和 边 处 于 各 种 特殊 位 置 时 ， 
其 证 法 各 有 不 同 ,建议 读者 自己 研究 . 

《4) 图 1-15 中 包含 10 个 点 和 10 条 直线 ,在 这 些 点 和 直线 均 相 异 的 情形 下 ,每 一 条 直线 
上 都 有 三 个 点 ,过 每 一 个 点 都 有 三 条 直线 ,这 是 射影 几何 里 著名 的 构图 之 一 . 在 此 图 形 中 ,这 
10 个 点 中 的 任何 一 点 都 可 作为 透视 中 心 图 中 某 两 三 点 形 的 对 应 顶点 连 线 的 公共 交点 ; 
除去 该 点 及 此 两 三 点 形 的 顶点 ,其 余 三 点 所 在 直线 恰 是 其 透视 轴 一 一 该 两 三 点 形 对 应 边 交 
点 所 在 的 直线 . 

例 1 设 直 线 AB 与 CD 相交 于 点 E, 直 线 AC 与 BD 相交 Dp 
于 点 下 ,直线 EF 分 别 交 直线 AD ,BC 于 点 G, 昌 ,直线 BG 与 
AC 交 于 点 KK( 图 1-16) ,求证 AB,HK ,CG 三 直线 共 点 . C 

证 明 考虑 三 点 形 CEH 和 GAK. 对 应 边 CE 与 GA,EH 9 
与 AK ,HC 与 KG 分 别 交 于 共 线 三 点 D,F,B, 所 以 ,根据 Des- 入 
argues 透视 道 定 理 ,4B ,HK,CG 三 直线 共 点 . E 0 

例 2 设 三 点 形 ABC 与 4’'B'C' 成 透视 关系 , 且 对 应 边 图 516 
BC' 与 B'C,CA' 与 C'A,AB’ 与 A'B 分 别 交 于 点 L ,M,N (图 1-17) ,求证 : 

(1) BC,B'C’,MN 三 直线 共 点 ; 
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(2) 三 点 形 LMN 与 ABC ,A'B'C' 都 成 透视 关系 . 


图 1-17 

证 明 设 三 点 形 ABC 与 ABC 的 透视 中 心 为 0. 考虑 三 点 形 BCA' 与 B'C’A. 令 对 应 
边 BC 与 B'C'’ 交 于 点 ,又 AC' 与 A'C 交 于 点 M,AB’ 与 A'B 交 于 点 NN. 由 于 A’A,BB’,CC 
三 直线 相交 于 一 点 O, 根 据 Desargues 透视 定理 知 ， M,N,X 三 点 共 线 , 即 MN,BC,B'C' 三 
直线 交 于 一 点 立 . 

同 理 ，NL,AC,AC' 三 直线 交 于 一 点 Y;LM,AB,A’B' 三 直线 交 于 一 点 Z. 

因 三 点 形 ABC 与 A'B'C' 成 透视 关系 , 故 X,Y,Z 三 点 共 线 ,从 而 三 点 形 LMN 与 ABC ， 
ABC 的 对 应 边 的 交点 X,Y,Z 共 线 . 所 以 三 点 形 LMN 与 ABC ,A'B'C' 都 成 透视 关系 . 


三 、 对 偶 原 理 


1 对偶 命题 和 对 偶 图 形 

由 于 射影 平面 与 欧 氏 平面 的 结构 不 同 , 因 此 它 具 有 自身 的 特殊 性 . 射影 平面 上 的 基本 元 素 
有 点 与 直线 ,它们 之 间 的 基本 关系 是 结合 关系 , 即 “ 点 在 直线 上 ”和 “直线 过 点 ”, 这 里 的 “……* 
在 …… 上 ”与 “…… 过 ……” 是 同一 个 结合 关系 的 两 种 说 法 ,只 是 把 一 个 元 素 对 另 一 个 元 素 的 关 
系 做 了 个 调换 .一 个 只 涉及 点 、 直 线 和 点 线 的 结合 关系 的 命题 (或 叙述 ) 里 ,把 名 词 “ 点 ” 改 成 “ 直 
线 ”, 而 把 “直线 ” 改 成 “点 ”, 再 相应 地 改变 “结合 关系 ”这 些 术语 的 陈述 方式 ,就 得 到 一 个 新 的 命 . 
题 ( 或 叙述 ) ,这 个 新 命题 (或 叙述 ) 就 叫做 原 命题 (或 叙述 ) 的 对 偶 命 题 (或 对 偶 叙 述 ). 由 于 原 命 
题 ( 或 叙述 ) 与 其 对 偶 命题 (或 对 偶 令 述 ) 中 的 相关 名 词 和 术语 是 互 换 的 ,因此 原 命题 (或 叙述 ) 
与 其 对 偶 命 题 (或 对 偶 叙 述 ) 是 相互 的 . 称 两 个 对 偶 命 题 (或 对 偶 叙 述 ) 给 出 的 图 形 ( 若 能 作出 的 
话 ) 互 为 对 偶 图 形 . 当 原 命题 是 一 个 定理 时 ,通常 称 其 对 偶 命题 为 对 偶 定理 . 


2. 对 偶 原 理 
Poncelet 在 建立 射影 几何 理论 时 ,发现 了 许多 互 为 对 偶 的 命题 ,从 而 得 出 了 对 侦 原 理 ， 
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即 在 平面 射影 几何 里 ,如 果 一 个 关于 点 .直线 及 点 线 结合 关系 的 命题 是 正确 的 ,那么 这 个 命 
题 的 对 偶 命题 也 一 定 是 正确 的 . 关于 对 偶 命 题 成 立 的 严格 证 明 ,应 从 射影 几何 的 公理 系统 着 
手 ,我 们 不 打算 去 证 明 它 ,有 兴趣 的 同学 可 参阅 《高 等 几何 学 》( 叶 菲 莫 夫 著 ). 对 偶 原 理 是 射 
影 几 何 中 的 重要 原理 ,因为 根据 这 个 原理 ,只 要 知道 一 个 射影 几何 命题 ,就 能 对 应 地 写 出 与 
它 对 偶 的 另 一 个 命题 ,而 且 只 要 能 证 明 其 中 一 个 成 立 , 则 另 一 个 也 成 立 . 因此 运用 对 偶 原 理 
来 研究 射影 几何 就 可 以 起 到 事半功倍 的 效果 . 历史 上 , 当 人 们 还 没有 发 现 对 偶 原 理 时 ,在 发 
现 了 某 一 定理 后 ,往往 要 经 过 相当 长 的 时 间 才 能 发 现 这 个 定理 的 对 偶 定理 . 例如 ,在 第 三 章 
中 我 们 将 看 到 Pascal 定理 是 在 1640 年 发 现 的 ,而 它 的 对 偶 定理 , 即 Brianchon 定理 却 晚 了 
160 多 年 ,直到 1804 年 才 被 发 现 . 

对 偶 原 理 是 射影 几何 所 独 有 的 特征 ,是 对 射影 平面 上 的 点 、 直 线 及 点 线 结合 关系 所 提出 
的 命题 而 言 的 , 它 只 属于 射影 几何 . 至 于 如 勾 股 定理 、 三 角形 内 角 和 定理 .梯形 中 位 线 定理 
等 ,由 于 涉及 长 度 、. 角 度 .平行 等 非 射 影 概 念 , 因 此 不 是 射影 几何 的 内 容 ,从 而 这 些 定理 没有 
什么 对 偶 命 题 , 当然 也 就 谈 不 上 运用 对 偶 原 理 了 . 

3. 代数 对 偶 

射影 平面 上 的 点 和 直线 的 坐标 都 是 有 序 三 实数 组 ,而 点 和 直线 的 结合 关系 都 可 用 (线性 
的 ) 代 数 方程 来 表示 ,因此 要 求 一 个 命题 (或 叙述 ) 的 对 侦 命 题 (或 对 偶 叙 述 ) 的 代数 表示 ,只 
要 把 该 命题 的 代数 表示 中 表示 两 基本 元 素 的 符号 互相 调换 ,或 者 给 变 元 以 不 同 的 几何 解释 
就 行 了 . 例如 : 

命题 A; 给 定 相 异 两 点 则 确定 唯一 直线 . 

命题 A 的 代数 表示 : 给 定点 a(Cal ,az ,as) 和 85 ,bz ,6;)，aXb, 则 唯一 确定 直线 

C2 a3 Qas Ql Ql! a; 


bs bs bs bi bl bs2 l 

把 命题 A 中 的 “点 ” 换 成 “直线 ”, 即 把 代数 表示 中 的 “e” 换 成 “x” 得 到 : 

命题 A 的 对 侦 命 题 的 代数 表示 : 给 定 直 线 a[ai 7Q2 ,as] 和 bLb ,D2 ,bs | ,4a7XD, 则 唯一 确 
位 2 U3 ds Ul ul 人 2 


定点 
bs bs b; bi bi bs 上. 
上 述 命题 A 的 对 偶 命 题 就 是 命题 B: 给 定 相 异 两 直线 则 确定 唯一 点 . 


4. 对 偶 命 题 和 逆 命 题 

前 面 讲 过 的 Desargues 透视 定理 “ 若 两 三 点 形 对 应 顶点 的 连 线 共 点 , 则 其 对 应 边 的 交点 
共 线 ?中 仅仅 涉及 点 和 直线 的 结合 关系 ,是 属于 射影 几何 的 定理 , 它 的 对 偶 命题 是 “ 若 两 三 
线形 对 应 边 的 交点 共 线 , 则 其 对 应 顶点 的 连 线 共 点 ” 这 恰 是 Desargues 透视 逆 定 理 , 所 以 
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Desargues 透视 定理 的 逆 命 题 是 不 证 自明 的 定理 . 

一 个 定理 的 对 偶 命 题 和 逆 命 题 并 不 是 经 常 一 致 的 ,因此 ,我 们 不 能 把 它们 混为一谈 ,应 
该 认真 剖析 其 条 件 , 以 做 出 正确 的 判断 , 例如 ,对 于 下 面 给 出 的 原 命题 ,其 对 偶 命 题 和 道 命题 
显然 是 不 同 的 命题 : 

原 命题 : 若 z,y,z 三 点 共 线 , 则 |z,y,z|=0. 

对 偶 命 题 : 若 £,y,5 三 直线 共 点 , 则 |&,wy,5| 二 0. 

逆 命题 : 若 | z,y,z=| 王 0, 则 z,y,z 三 点 共 线 . 


习 题 1.3 


1. 在 欧 氏 平面 上 ,已 知 八 ABC 的 高 线 为 AD ,BE,CF, 又 知 直 线 EF 交 BC 于 点 X，FD 
交 CA 于 点 Y,DE 交 AB 于 点 Z, 求 证 X,Y,2Z 三 点 共 线 ,并 将 此 问题 进行 推广 . 

2. 设 三 个 共 面 三 点 形 两 两 成 透视 关系 , 且 有 公共 的 透视 中 心 ,求证 : 三 透视 轴 共 点 . 

3. 在 三 点 形 ABC 的 三 边 BC ,CA,AB 上 分 别 取 点 A’,B',C’, 设 直线 BC 与 BC 交 于 点 
E,C'A' 与 CA 交 于 点 ,A'B' 与 AB 交 于 点 G ,EG 与 BB 交 于 点 M,EF 与 CC 交 于 点 NN , 求 
证 :; MF,NG,BC 三 直线 共 点 . 

4. 设 A,B,C 为 不 共 线 三 点 ,P 是 过 点 C 的 一 条 定 直 线 上 的 动 点 ,直线 AP 与 BC 交 于 
点 X,BP 与 AC 交手 点 Y, 求 证 , 直线 XY 过 一 个 定点 . 

5. 已 知 两 直线 !, 及 三 共 线 点 S,A,A ,过 点 S 作 动 直线 分 别 交 直线 i,L 于 点 XX,X ,又 
知 直线 XA 与 X'A' 的 交点 为 P, 求 证 ; 点 了 的 轨迹 是 过 直线 ! 与 1 的 交点 的 一 条 直线 . 

6. 设 三 点 形 的 顶点 a,5,c 分 别 在 共 点 的 三 条 直线 a ,B,Y 上 移动 , 边 aX6b,bXc 分 别 过 定 
点 p,q; 证 明 :; 边 cXa 过 直线 ppXg 上 的 一 个 定点 7. 

7. 试 作出 图 1-18(a) ,(b),(c),(d) 中 各 图 形 的 对 偶 图 形 . 


4A 4 A 4A 
LB' CN 
B Cc B CC 有 D C B Cc 
(a) {b) (c) (d) 


图 1-18 
8. 写 出 下 列 命题 或 叙述 的 平面 对 偶 命 题 或 对 偶 叙 述 并 画 出 其 对 偶 图 形 ， 
(1) 由 已 知 点 和 两 条 直线 的 交点 所 确定 的 直线 . 
(2) 设 A,B,C 三 点 在 一 条 直线 上 ,A’,B',C 三 点 在 另 一 条 直线 上 , 则 交点 BC' XB'C， 
CA’XC'A,AB’ XA'B 共 线 . 
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(3) 一 个 可 动 的 三 点 形 , 如 果 它 的 两 边 各 过 一 个 定点 而 三 顶点 始终 在 共 点 的 三 条 定 直 
线 上 ,那么 第 三 边 也 过 一 个 定点 . 


31.4 射影 坐标 与 射影 坐标 变换 


一 、 一 维 射影 坐标 与 坐标 变换 


1. 一 维 射影 坐标 系 的 建立 
任意 给 出 直线 上 的 相 蜡 三 点 y,z 和 w, 取 3,z, 志 为 类 [yj],[zj,[uj] 的 任 一 成 员 , 则 存 
在 唯一 不 全 为 零 的 实数 对 GQ,z) ,使 得 
= Ay 二 +. 
令 y' = 二条,z' 一 Zu' 一 如, 则 y* ,z* ,wu' 是 固定 代表 ,并 且 
u" 一 yy" 十 xz". (4.1) 
对 于 直线 & 上任 一 点 xz, 取 它 的 代表 为 x , 因 z" ,y* ,z"* 共 线 , 故 存在 唯一 实数 对 (MA,w)， 
使 得 
zx'= XAy’ +pz’. 
若 取 o 关 0,czr" 也 为 类 [zj] 的 成 员 , 且 有 
az 一 OhMy 二 Touz', 
这 时 确定 的 实数 对 为 (oA,op). 由 于 oA: op 二 X :Ap, 故 点 工 取 任何 成 员 为 代表 , 它 所 对 应 的 实 
数 对 有 唯一 的 比值 . 由 此 可 知 , 比 值 4: jy 只 随 直 线 & 上 的 点 x 的 改变 而 改变 ,而 与 点 工 所 选 


取 的 代表 无 关 . 因此 ,给 定 直 线 & 上 一 点 zx, 就 确定 一 个 比值 > 或 者 不 全 为 零 的 有 序 实数 对 


的 类 [CA,z)] 一 类 中 任 一 成 员 (oh,ax)(c 天 0) 的 两 数 之 比值 均 为 分; 反之, 任 给 一 不 全 为 


零 的 有 序 实数 对 (AM,wp) ,由 于 4,p,y" ,z" 都 已 确定 ,因此 在 直线 & 上 有 确定 的 点 工 , 使 得 
zz 一 "十 pz (4. 2) 


于 是 直线 syXz 上 的 点 与 有 序 实数 对 的 类 [ (4,x)] 或 比值 之 间 建 立 了 一 一 对 应 (但 堆 


类 除外 ,因为 它 不 确定 任何 点 ). 我 们 把 这 样 的 数 对 或 比值 作为 直线 上 上 点 工 关 于 参考 点 
y ,zs,u 的 射影 坐标 . 显然 ,射影 坐标 (oX ,op) (c 关 0) 与 (MA 表示 同一 个 点 z, 即 它们 实质 上 是 
同一 射影 坐标 . 我 们 通常 用 符号 “~” 来 表示 这 一 关系 , 即 (o4,ap) 一 Gp). 

综 上 所 述 , 在 直线 & 上 任 取 三 相 蜡 点 y,z,w, 若 满足 wu" =y 十 z* , 则 此 三 点 便 构 成 直线 
& 上 的 一 个 一 维 射影 坐标 系 (简称 坐标 系 ) ,其 中 y,z 叫做 基础 点 , x 叫做 单位 点 . 对 于 直线 & 
上 任 一 点 z+, 必 存 在 唯一 不 全 为 零 的 有 序 实数 对 (4,p) ,使 得 zx" 二 4y" 十 pz" . 我们 把 有 序数 
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对 (4,p) 或 比值 叫做 点 zx 关于 参考 点 y,z,u (或 在 坐标 系 y,z,u 下 ) 的 射影 坐标 (也 称 为 


一 维 射影 坐标 ,简称 坐标 ) ,其 中 有 序 实数 对 CG,p) 叫 做 点 z 的 齐 次 射影 坐标 ,而 比值 2 叫做 


点 工 的 非 齐 次 射影 坐标 . 因为 射影 坐标 是 由 取 定 的 y" ,z" 来 确定 的 坐标 ,所 以 我 们 也 把 它 叫 
做 点 z 的 相对 坐标 . 对 于 参考 点 y,z,u, 因 为 总 有 
y=0oy’' 二 0z”",， z=0y’ 二 6z’， UW'= ry 二 rz", 
所 以 ,点 y 的 齐 次 射影 坐标 为 (c,0) 一 (1,0), 点 = 的 齐 次 射影 坐标 为 (0,8) 一 (0,1) ,点 zx 的 
齐 次 射影 坐标 为 (rz 一 (1,1) ,而 它们 的 非 齐 次 射影 坐标 依次 为 co ,0,1. 
对 于 线 东 也 有 类 似 的 结果 : 任意 给 出 以 点 a 为 中 心 的 线束 中 的 三 相 蜡 直线 1 ,5,0, 若 
满足 
”二 六 十 和 ， (4. 3) 
则 此 三 直线 便 构成 这 个 线束 中 的 一 个 一 维 射影 坐标 系 ,其 中 7 叫做 基础 直线 ,2 叫做 单位 
直线 . 对 于 线束 中 的 任 一 直线 &, 必 可 唯一 确定 不 全 为 零 的 有 序 实 数 对 [4 ,py], 使 得 
6 一 和 7 + pt’, (4. 4) 


这 时 有 序 实数 对 [4,yj 或 比值 ~ 叫做 直线 & 关于 参考 直线 1 ,5,0( 或 在 坐标 系 my,5,9 下) 的 


射影 坐标 也 称 为 一 维 射影 坐标 ,其 中 [4,pj] 叫做 直线 & 的 齐 次 射影 坐标 ,而 全 叫 做 直线 的 


非 齐 次 射影 坐标 . 三 参考 直线 7,5,9 的 齐 次 射影 坐标 分 别 是 [1,0],L0,1j],[1,1j, 而 非 齐 次 
坐标 依次 为 co,0,1. 同样 ,由 于 直线 8 的 射影 坐标 是 由 取 定 的 yw',&" 来 确定 的 ,我 们 也 将 其 
称 为 直线 & 的 相对 坐标 . 

例 1 取 直 线 & 上 三 点 y(1, 一 1,2),z(3,2,1) 和 w(0, 一 1,1) 作 为 参考 点 (其 中 y,z 作为 
基础 点 ,wu 作为 单位 点 ) , 求 点 z(5,2,3) 的 齐 次 和 非 齐 次 射影 坐标 . 

解 ” 取 单位 点 w* 一 x 一 (0, 一 1,1) ,并 设 》 = 二 和 4y,z" 二 jz, 则 

uw’ 一》 十 z” = ypz. 
将 各 点 坐标 代入 上 式 得 
(0,—1,1) = N01,—1,2) + (3,2,1), 

求 得 改 =3/5,m 王 一 1/5, 故 


多 一 和 yy 一 Ee 一 1,2) 一 Gd 


z* 二 jz 一 一 二 (3,2,1) 一 (一 训 ,一 也 ,一 二 ) 


令 工 二 Ay' 十 pz" ,再 将 xz,y" ,z' 的 坐标 代 人 得 


| 
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-1/3, 3 6 3 _ 2 _ 1 
(5,2,3) 一 X( 误 ， 5'5)+e( i 3 
求 得 1 一 全 ,一 一 7. 故 点 z(5,2,3) 的 齐 次 射影 坐标 为 (4, 一 21) , 非 齐 次 射影 坐标 为 一 六 


注 ”直线 上 的 射影 坐标 系 由 相 蜡 三 点 y,z,w 确定 ,但 是 如 果 给 出 y,z 的 固定 代表 yy"， 
z” , 则 可 以 不 用 单位 点 u. 对 于 线束 也 是 如 此 . 


2. 一 维 射影 坐标 变换 

设 直线 6 上 有 两 个 一 维 射影 坐标 系 , 一 个 射影 坐标 系 的 基础 点 是 yz*, 另 一 个 射影 坐 
标 系 的 基础 点 是 r",s" ,又 设 直线 上 上 任 一 点 工 关于 这 两 个 坐标 系 的 射影 坐标 分 别 是 (4,y) 
和 和 (2,z) , 则 有 


工 一 My ”十 pz ， (4. 5) 
X= Ar" 二 有 5*. (4. 6) 

设 y",z' 两 点 在 后 一 坐标 系 (r*,s* 为 基础 点 ) 下 的 坐标 分 别 是 (a ,azi),(awz ,azs)，, 即 
y’ = aur’ 二 Tanas"， 2 一 Cr” 十 ds". (4.7) 


现在 来 求 点 z 的 两 个 坐标 (4,py) 和 (4, 坟 ) 之 间 的 关系 式 . 
由 于 yXz, 所 以 全 闫 2 把 (4.7) 式 代入 (4.5) 式 ,得 到 
21 22 
X=Ay’ 十 pz ”一 Ar 十 as )+p(awr" as" ) 
《aiA 十 Ci2Hp)7” 十 (a 十 azzp)s” 
与 (4,6) 式 相 比 较 ,得 
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让 ES 人 十 多 
a 0， (4. 8) 


pk = anAt azzp, 2l 22 
其 中 p 关 0 为 任意 常数 . 这 就 是 一 维 射影 坐标 变换 式 . 

注 在 变换 公式 (4.8) 的 左边 添加 上 一 个 非 零 的 任意 常数 p, 这 是 因为 (opX,pF) 与 (7 到) 
是 直线 5 上 同一 个 点 的 坐标 . 在 所 讨论 的 同一 问题 里 ,对 于 不 同 的 点 ,一 般 有 不 同 的 非 零 党 
数 p. 

上 面 的 坐标 变换 式 可 从 表示 成 矩阵 的 形式 . 记 


(aix ) -> 区 Se | 9 [aa | 一 Wo (4. 9) 
Qo2!1 Q22 CQ31 U22 
则 坐标 变换 式 (4. 8) 可 以 写成 
(pA ,07) = (Asp) Cari), olax| 天 0 (4. 10) 


A A 
或 p= . plai |0. (4.11) 
+ La 


25 
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反之 ,读者 可 以 从 上 面 的 坐标 变换 式 求 得 从 2,z) 到 (4,p) 的 变换 式 . 对 于 线束 来 说 也 有 
完全 类 似 的 结果 ,此 处 不 再 叙述 . 
从 以 上 讨论 可 知 ,一 维 射影 坐标 变换 对 应 着 二 阶 非 奇异 矩阵 ,反之 二 阶 非 奇异 矩阵 也 对 
应 着 一 维 坐 标 变换 . 因此 ,从 代数 学 的 角度 看 ,讨论 一 维 射 影 坐标 变换 实质 上 就 是 讨论 二 阶 
非 奇 异 和 矩阵 . 
例 2 设 直线 6 上 从 第 一 个 射影 坐标 系 ( 记 做 Q: ) 到 第 二 个 射影 坐标 系 ( 记 做 2:) 的 坐标 
变换 式 为 
pA 一 3A 十 21p， 
or = 2 十 47. 
(1) 若 点 工 在 Qi: 下 的 坐标 为 (1, 一 2) , 求 点 工 在 Qs 下 的 坐标 ; 
(2) 若 点 二 在 2;: 下 的 坐标 为 (1, 一 2), 求 点 工 在 Qi 下 的 坐标 . 
解 (1) 以 ) 一 1,p 一 一 2 代入 坐标 变换 式 , 得 pA 二 一 1,pF 二 一 6, 所 以 点 + 在 Q: 下 的 
坐标 为 (一 1, 一 6) 一 (1,6). 
(2) 以 1 一 1,zZ 一 一 2 代入 坐标 变换 式 ,得 
一 34 十 21， 
一 2po = 24+ 4p. 
解 之 ,得 4 二 pp 二 一 p- 所 以 ,点 工 在 Q1 下 的 坐标 为 (p, 一 p) 一 (1, 一 1). 
例 3 设 一 直线 上 从 第 一 个 射影 坐标 系 到 第 二 个 射影 坐标 系 的 变换 把 三 个 点 的 坐标 
(1,0),(1,1),(2,1) 分 别 变 为 (1,0),( 一 1,3),(1,4) , 试 求 这 个 坐标 变换 式 . 
解 ” 设 所 求 的 坐标 变换 式 为 
pA 一 ai 十 ap 
| = anAt awp, 
将 各 点 的 坐标 依次 代入 上 式 , 于 是 有 


(1,0) 一 《1,0) : | 


a 212 


po 
CQ21 U22 


Ppa" 1 十 az。0， 
0 一 a 。 工 十 azz 。0; 


3 一 。 1 十 。1 ， 
人 | pz Q1l Q12 


二 
~ 


302 = Qs * 1 二 Taz * 
as 一 上 al。2 十 aiz。1， 
4p3 = aal。 2 十 azz。1. 
这 三 组 方程 实际 上 是 一 个 包含 着 7 个 未 知 数 和 6 个 方程 的 线性 方程 组 . 因为 未 知 数 的 个 数 
比方 程 的 个 数 多 1, 所 以 方程 必 有 解 , 其 中 一 个 未 知 数 的 值 可 以 任意 指定 . 为 了 求解 方便 ,我 
们 将 这 6 个 方程 重新 组 合 , 把 每 组 中 的 第 一 个 方程 归 为 一 组 ,把 每 组 中 的 第 二 个 方程 归 为 另 
一 组 ,于 是 得 到 


(2,1) 一 《1 4) : | 


i 
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al 二 0， a2l 一 0， 
et = 一 p2， te 

2al 十 al 一 ps; 
”分 别 由 方程 组 CI) 和 (I 卫 ) 中 的 前 两 个 方程 解 得 

([): aa 三 oa =p ps; (NVN); aa = 0,42 一 30:. 

再 把 方程 组 ( 硬 ) 代 入 方程 (I ) 的 第 三 个 方程 ,把 方程 (NV ) 代 入 方程 (了 ) 的 第 三 个 方程 ,得 到 
pp 一 ma， 
3p: = 4p;. 


2as 十 az 一 4ps. 


on: | 
解 方 程 组 (V ) 得 


_7 _4 
p= gp p= a0. 
为 了 避免 分 数 ,并 使 pi ,ps 的 数值 尽 可 能 小 一 点 ,我们 指定 p; 二 3, 于 是 得 pi 一 7 ,ps 一 4. 
把 p=7,ps 一 4 代入 方程 组 ( 肛 ) 和 (JW), 得 


all 一 7， [#2 一] Qaz1 一 0， az 一 12， 且 | 
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1 一 引 关 0 
所 以 ,所 求 的 坐标 变换 式 为 
pA = 74—1ly, 
pr = 12g. 
注 这 里 给 出 的 是 求 坐 标 变换 式 的 一 般 方 法 . 实际 上 ,由 于 所 给 出 的 点 的 坐标 的 特殊 
性 ,可 以 简化 它 的 求法 ,此 处 不 作 介绍 ,希望 读者 在 解 题 中 多 加 注意 . 


二 、 二 维 射影 坐标 与 坐标 变换 


1. 射影 平面 上 点 的 坐标 
建立 射影 平面 上 的 射影 坐标 系 和 前 面 建立 直线 上 的 射影 坐标 系 是 相仿 的 ,为 此 我 们 只 
作 概 要 的 介绍 . 
在 射影 平面 P: 上 任意 取 无 三 点 共 线 的 四 点 户 , 记 , 妃 ,e, 在 此 四 点 中 分 别 取 一 个 代表 
户 … 因 加 "5e ,使 具备 条 件 
e' 二 pl 十 pr* 十 p’” (4. 12) 
(此 处 ,点 e 的 作用 就 在 于 确定 p!1",p**, pr* ). 这 时 点 p' ,Pp? ,Pp ,e (或 者 说 p'",p*",p’" ) 便 构 
成 射影 平面 P: 上 的 一 个 二 维 射 影 坐标 系 (简称 坐标 系 ), 其 中 由 p' ,Pp* ,Pp 构成 的 三 点 形 
户 庆 加 叫做 坐标 三 点 形 ,p , 声 ,pr 三 点 叫做 基础 点 ,e 叫做 单位 点 . 
于 是 ,对 于 射影 平面 P: 上 任 一 点 [zj 的 一 个 成 员 xz, 可 以 写成 
二 pl' 十 Np * 十 Mp， (4. 13) 


3 
即 xi = >)Mp 人 1 一 1,2,3， (4. 14) 


=1 
其 中 pl,pl', pi1) (pi, pi ,p23*),(p;',", 户 *) 分 别 为 p1',p'',p，" 的 齐 次 坐标 (绝对 坐 
标 ). 上 式 也 可 写成 矩阵 形式 


zi A pl” pi” pi* 
zz | 一 PPli |， 其 中 P= Ipl' pl" pi" |. (4. 15) 
Xs As ps” ps” py* 


因此 给 定 射影 平面 P? 的 任意 点 xz, 就 可 以 确定 唯一 的 有 序 三 实数 组 4 二 Ci ,hz ,hs ) 的 类 
[4j; 反 之 , 任 给 不 全 为 零 的 有 序 三 实数 组 (41 ,s,s), 就 可 以 确定 射影 平面 PP 上 唯一 的 点 
Z. 故 射影 平面 已 上 的 点 z 与 有 序 三 实数 组 的 类 [4] 建立 了 一 一 对 应 (但 零 类 除外 ,因为 它 
不 确定 任何 点 ). 我 们 把 有 序 三 实数 组 (ai ,ohz ,os ) (ac 天 0) 叫 做 射影 平面 P 上 的 点 工 关 于 
参考 点 加 ,Pp ,加 ,e (或 在 坐标 系 p' ,P,P ,e 下 ) 的 齐 次 射影 坐标 (也 称 为 二 维 齐 次 射影 坐 


标 ) ,而 把 有 序 二 实数 组 (入 , 窟 ) 叫 做 点 z 关于 参考 点 加 外 思 ,e (或 在 坐标 系 p' ,Pp ,1se 


下 ) 的 非 齐 次 射影 坐标 (也 称 为 二 维 非 齐 次 射影 坐标 )， 二 维 齐 次 射影 坐标 与 二 维 非 齐 次 射 
影 坐 标 统称 为 二 维 射影 坐标 (简称 坐标 ). 由 于 射影 坐标 (4 ,4 ,43) 是 取决 于 p'', pr",p，* 来 
确定 的 坐标 ,为 了 区 别 原 来 的 绝对 坐标 (zl ,zs ,zx;) ,我 们 也 像 一 维 射 影 坐 标 一 样 ,把 它 叫做 
相对 坐标 . 显然 ,参考 点 p'",p”*,p'*,e* 的 齐 次 射影 坐标 分 别 为 
p'* (1,0,0), p:*(0,1,0), p*(0,0,1), e'(1,1,1). 
为 了 今后 书写 方便 ,依次 用 di ,dz ,ds 和 e 来 代替 p'*,p'*,p，" 和 e* ,即将 上 述 四 个 点 写成 
di(1,0,0), di(0,1,0), d3(0,0,1), e(l1,1,1). 
例 4 设 四 点 户 ,P ,PP’,p' 的 绝对 坐标 分 别 是 (1,2,3),(2, 一 3,4),(4,5, 一 6)， 
《11,9, 一 5) ,以 Pp! ,Pp*,p’ 为 基础 点 ,加 为 单位 点 建立 射影 坐标 系 . 
(1) 车 点 p 的 绝对 坐标 是 (2,2,1), 求 p 的 相对 坐标 ; 
(2) 若 点 g 的 相对 坐标 是 (4, 一 2,1) , 求 g 的 绝对 坐标 ; 
(3) 求 任 意 点 z 的 绝对 坐标 (zi ,zz zs) 和 相对 坐标 (Ms ,As ) 之 间 的 关系 式 . 
解 ”容易 验证 四 个 已 知 点 中 没有 任何 三 点 共 线 . 为 了 建立 坐标 系 ,首先 选取 p' (i 二 1,2,3) 
的 代表 . 令 
(11,9, 一 5) =A(1,2,3) 十 (2, 一 3,4) 十 v(4,5, 一 6)， 
则 有 方程 组 


2 一 3 十 9v 一 9， 


i 
34 十 417 一 6v 一 一 9. 


| 2 
上 
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解 此 方程 组 得 4 二 1,y 二 1,y 二 2. 于 是 入, 如,z 的 代表 分 别 取 为 
pC(1,2,3),  p:*(2,—3,4), p’*(8,10,— 12). 
(1) 设 点 p 的 相对 坐标 为 (hi,42 ,43), 则 有 
A1(1,2,3) 二 As(2, 一 3,4) 十 X43(8,10, 一 12) = (2,2,1). 
于 是 可 得 方程 组 
1 十 24, 十 84s 二 2， 
241 一 34, 十 101: 一 2， 
3A1 十 4X, 一 12Xs 一 1. 


Sei 3 2 31 二 
解 之 得 41 一 60 二 6’ 二 540' 因此 ,点 p 的 相对 坐标 为 


( 夺 : 右 ' 癌 
60 40 240 
(2) 点 9g 的 相对 坐标 为 (Mi ,hs hs) 一 (4, 一 2,1), 所 以 点 g 的 绝对 坐标 为 
(glygzygs) 一 Mi(1,2,3) 十 1z(2,， -3,4) 十 13(8,10, 一 12) 
一 4(1,2,3) 一 2(2, 一 3,4) 十 (8,10, 一 12) 
一 (8,24, 一 8) ~ (1,3, 一 1). 
(3) 因为 x 二 XA.p'' 十 42 Pp” 十 A3p，" , 故 有 
(ziyzzyzs) 一 和 (1,2,3) 十 12(2， 一 3,4) 十 Ms(8,10， 一 12)， 
从 而 可 得 关系 式 为 


)~ (148,42,31). 


1 2A1 人 3A2 十 1043 9 


上 二 Al 十 24;: 十 84s， 
i 3Ai 十 41， 2 12As. 


2. 射影 平面 上 点 的 坐标 变换 
假设 射影 平面 P: 上 有 两 个 坐标 系 ,一 个 是 以 p'",p’*,p** 为 参考 点 建立 的 二 维 射影 坐 
标 系 , 记 做 021; 另 一 个 是 以 gq ',q*",q'* 为 参考 点 建立 的 二 维 射影 坐标 系 , 记 做 Q;. 如 果 射 影 
平面 Pz 上 任 一 点 zx 在 坐标 系 0: 和 2: 下 的 坐标 分 别 为 zt 和 zx (i 二 1,2,3) ,那么 有 
T= zp 二 zp 二 zp ， | 六 jb | 天 0， (4. 16) 
z= rzig' 十 磁 0 十 zg" ， |qg',g*,g "| 关 0. (4.17) 
设 p'',p*",p' 在 坐标 系 2: 下 的 坐标 分 别 为 (aaa ya431) (a1z 422 yasz), (aisyazsy as )， 即 
Ee 
p= awg'" 二 azq "二 dsg*， (4. 18) 
a 


30 


En 
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记 
Ql1 QI12 CQ13 Cil GQ21 dal 
(ai) = |az az as |， | aa | 一 |GQl2 CQ 4321. 
CQ31 U3z 433 U1l3 dd23 433 


由 于 p!*,p**,p，' 不 共 线 , 故 | a | 关 0. 于 是 (4.18) 式 又 可 以 写成 


p!* q! 
pr | 一 (ao)1o |， lai| 0. (4. 19) 
万 ” 9 
把 (4. 16) 式 改写 为 
p! 
工 一 zp'' zp trp = (zi ,x/ ,rx!) | (4. 20) 
p’”* 
再 把 (4. 19) 式 代入 (4. 20) 式 , 便 得 
9 
I= (rx ,T,X (aa) | (4.21) 
3 
将 此 式 与 (4. 17) 式 比较 , 即 得 - 
p XI T2735) 一 (rziyzi)(aa)， plar| 0. (4. 22) 


这 就 是 从 坐标 系 2 到 2: 的 坐标 变换 式 , 其 中 po 是 任意 非 零 常数 . 这 里 添上 常数 p 是 因为 
(22 ,X39) 和 plx1 ,zz zi) 表 示 同 一 个 点 的 坐标 . 在 同一 问题 里 ,对 应 于 不 同 的 点 ,一 般 有 不 
同 的 o 值 . 

(4.22) 式 说 明 , 当 zi, 世 满足 (4.22) 式 时 ,如 果 zi 是 坐标 系 ,下 点 z 的 射影 坐标 ,那么 
Xt 也 是 某 坐 标 系 (此 处 即 Q;) 下 点 z 的 射影 坐标 . 

在 (4. 22) 式 两 边 取 转 置 卸 阵 , 则 得 


7 
Tl | 
a x2 |= (an) EA ， plaw | 关 0， (4. 23) 
1 7 
3 -3 
也 可 以 写成 方程 组 的 形式 : 
pi 一 ai1Z| 十 aizz; 十 aazy， 
px 一 anz! 十 azsZ; 十 azsZy， olaxs| 夭 0， (4. 24) 


LA . 了 党 
px 一 Qa31Tl 十 a3z 工 , 十 ass Z3 9 


或 缩写 为 


| 


二 
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3 
pH= Danrss plan|#0, i= 1,2,3. (4. 25) 
=1 


上 面 (4. 22) 一 (4. 25) 四 个 公式 的 意义 相同 ,都 表示 从 坐标 系 02 到 2: 的 同一 点 z 的 坐标 之 
间 的 关系 . 

给 出 (zzzyzs) 可 以 由 (4. 24) 式 直接 计算 出 (妈妈 ,好 ); 反 之 ,给 出 (妈妈 ,到 ) ,也 可 
由 (4. 24) 式 解 得 (zi ,zz ,xs). 由 于 |ai| 关 0, 即 矩阵 (ais) 是 非 奇 异 的 , 故 必 存 在 逆 矩 阵 ， 以 
Aii 表 示 |ai| 中 元 素 a 的 代数 余子 式 ,CAia)T 或 (Ai;) 表 示 (ai) 的 伴随 和 矩阵, 则 Cais) 的 逆 矩 


阵 为 一 一 (Ai)7. 由 于 | ai 天 0, 故 [CA )7| = | Au 天 0. 将 (4. 23) 式 两 边 同 时 乘 以 (ax ) 的 


| ax | 
逆 和 矩阵， 整理 过 程 中 出 现 的 非 零 常 数 都 归并 为 一 个 数 , 记 做 o, 结 果 为 
ox! = Auzit A zs A zs , 
区 = Auzi+ Azzst Azrs, olAii|0, (4. 26) 
oz; = Ajszi 十 Ayszs 十 Ay， 
或 缩写 为 


3 本 
oz 一 2 Avrt, alA4ul 关 0,1= 1,2,3. (4. 27) 
£=1 


3. 射影 平面 上 直线 的 射影 上 坐标 
上 面 讨论 了 关于 射影 平面 P 上 点 的 坐标 ,对 偶 地 ,可 以 得 到 射影 平面 PP 上 直线 的 坐 
标 . 在 射影 平面 PP 上 任 取 无 三 线 共 点 的 四 直线 g! ,gy ,yg’ ,90, 在 此 四 直线 中 分 别 取 一 个 代表 
9 "9 ",9 0 使 具备 条 件 
“一 和 十 凶 +9 (4. 28) 
(直线 9 的 作用 就 在 于 确定 gq'",g ,yg'" ). 这 时 直线 g ,gy ,g' ,9 (或 者 说 o 凡凡 ) 便 构成 
了 射影 平面 P 上 的 一 个 二 维 射 影 上 坐标 系 ,其 中 由 yg' ,yr ,yp 所 构成 的 三 线形 叫做 坐标 三 线 
形 ,y' ,yg ,yg 三 直线 叫做 基础 直线 ,9 叫做 单位 直线 . 
于 是 ,射影 平面 PP 上 任 一 直线 [&j 的 一 个 成 员 & 可 写成 
é=p9" tp 十 mo， 


3 

即 & = Dmg! , 1 一 1,2,3， 
k= 二] 

或 者 写成 


, || 关 0. 


9 qq og 
， 其中 re A 邮 : 
gi” Gs” 
因此 ,射影 平面 PP 上 的 任 一 直线 上 可 以 确定 唯一 有 序 三 实数 组 y= 二 [pn ,pw spn] 的 类 [yp]; 反 
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之 , 任 给 一 不 全 为 零 的 有 序 三 实数 组 yy 二 [pi ,me ,psj ,可 以 确定 射影 平面 P* 上 唯一 的 直线 &. 
所 以 ,射影 平面 已 上 的 直线 & 与 有 序 三 实数 组 的 类 [yp] 建立 了 一 一 对 应 (但 零 类 除外 ,因为 
它 不 确定 任何 的 直线 ). 我 们 把 有 序 三 实数 组 [Low ,ouz ,ous ](o 闫 0) 叫做 射影 平面 P? 上 直线 
上 关于 参考 直线 po ,yg ,yp’ ,0 (或 在 坐标 系 pg! ,gy ,yg’ ,09 下) 的 齐 次 射影 坐标 (也 称 为 二 维 齐 次 


射影 坐标 ) ,并 把 有 序 二 实数 组 (各, 经) 叫做 直线 6 关于 参考 直线 g1,y! ,y; ,0 (或 在 坐标 系 


9 ,9 9 ,9 下) 的 非 齐 次 射影 坐标 (也 称 为 二 维 非 齐 次 射 彩 坐标 ). 为 了 区 别 直线 & 的 绝对 坐 
标 , 我 们 也 把 齐 次 射影 坐标 Lu ,ww ,wj 叫做 直线 的 相对 坐标 显然 ,参考 直线 由 好 11 人 
的 齐 次 射影 坐标 分 别 为 
gp"[1,0,0], yg:*[0,1,0], yp*[0,0,1], 60°*[1,1,1]. 

类 似 地 ,我 们 也 会 有 射影 平面 上 直线 的 坐标 变换 式 , 其 形式 与 点 的 坐标 变换 式 一 样 , 只 
是 将 点 的 符号 相应 地 换 成 直线 的 符号 (或 将 点 的 符号 理解 为 直线 的 符号 ) 就 可 以 了 . 在 这 里 
我 们 就 不 单独 给 出 了 . 

从 以 上 讨论 可 知 ,射影 平面 上 点 和 直线 的 坐标 变换 对 应 着 三 阶 非 奇异 矩阵 ;反之 ,三 阶 
非 奇 异 矩 阵 也 对 应 着 射影 平面 上 点 和 直线 的 坐标 变换 .因此 ,从 代数 的 角度 看 ,讨论 射影 平 
面 上 点 和 直线 的 坐标 变换 实质 上 就 是 讨论 三 阶 非 奇异 矩阵 ， 

4. 与 射影 坐标 有 关 的 几 个 问题 

4.1 绝对 坐标 与 相对 坐标 

在 前 面 我 们 将 有 序 三 实数 组 的 类 [z] 所 组 成 的 集合 定义 为 射影 平面 妃 ,类 [zj 的 任 一 
成 员 (zi ,zs ,zs) 叫 做 点 x 的 绝对 坐标 . 在 射影 平面 已 上 建立 坐标 系 后 ,点 x 在 该 坐标 系 下 
的 坐标 (zi ,zx, ,zx,) 即 为 相对 坐标 . 设 该 坐标 系 所 取 的 基础 点 是 请, 大 ”三 ", 则 绝对 坐标 与 
相对 坐标 有 关系 


px1sT2 373) = TIp!’ + rp!’ + rp”, (4. 29) 
如 果 p"” 的 绝对 坐标 为 (ai; ,az; ;a3;) (i 二 1,2,3) ,那么 
p(zlyzzyzs) = (XI 77 TI) (an), ail 0. (4. 30) 


因为 (4. 30) 式 与 点 的 二 维 射影 坐标 变换 式 在 形式 上 是 一 样 的 ,而 (zi,zi,zs) 是 射影 坐标 ,所 
以 (zi,zzyzs) 也 是 某 坐 标 系 下 的 射影 坐标 . 这 个 特殊 的 坐标 系 的 四 个 参考 点 di ,di ,ds,e 的 
绝对 坐标 就 是 di (1,0,0),d:(0,1,0),ds(0,0,1),e(1,1,1). 因 此 绝对 坐标 也 是 关于 某 射 影 
坐标 系 的 相对 坐标 . 这 样 一 来 ,绝对 坐标 和 相对 坐标 就 统一 为 射影 坐标 了 . 

对 于 直线 的 绝对 坐标 和 相对 坐标 ,也 可 以 按 对 偶 原 理 得 到 统一 ,从 此 也 不 必 加 以 区 
别 了 . 

正 因为 把 点 的 绝对 坐标 和 相对 坐标 统一 于 射影 坐标 ,其 变换 式 也 可 以 略 作 改动 . 前 面 
讨论 坐标 变换 时 取 了 两 个 不 同 的 坐标 系 ,现在 我 们 可 以 把 其 中 的 一 个 坐标 系 2 取 做 以 
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di1(1,0,0) ,di(0,1,0),d3(0,0,1),e(1,1,1)( 绝 对 坐标 ) 为 参考 点 的 射影 坐标 系 , 因 此 
(4. 16) 式 就 是 X= (x sT2 ,3 ). 设 点 工 在 另 一 坐标 系 122 下 的 坐标 为 (zi ,zx ,zi;) (原来 在 (2 
下 是 设 点 x 的 坐标 为 (区 ,x4 zs》， 也 就 是 把 “” 改 为 “”) ,于 是 坐标 变换 式 (4. 24) 就 可 以 写成 


l oz = QZ1 十 aizzs 十 aisZa， 
pxz = azlZl 十 azzzZz 十 azsza， plan | 关 0， 


PE = aaxi 十 a xr2 十 GasZas， 
或 者 写成 
3 
一 DJ auri, plai | 天 0. 
k=1 
同样 可 得 其 逆 变 换 式 (4. 26) 变 为 
GZ1 一 Auaz; 二 Azi zl 二 Asizs, 
Xz 一 Aizi 二 + Azz zy 十 Asazy， ol Au | 关 0， 
orXs 一 Aiz; 十 Assz; 十 Asz3， 
也 可 写成 


3 
GZi 一 > Anzs, o|Aii| 0. 
k=1 


4.2 由 点 的 坐标 变换 诱导 出 直线 的 坐标 变换 
利用 绝对 坐标 ,我 们 曾 定 义 直 线 6 的 方程 是 
EX 二 0， 即 和 zi 十 名 zs 十 岛 za = 二 0. 
将 (4.33) 式 代入 (4. 35) 式 得 


(4. 31) 


(4.32) 


(4. 33) 


(4. 34) 


(4.35) 


各 (Anz; + Az xy 十 Asixs) 十 名 (Auazi + Azz zy 十 As2z) 十 (Asx 十 Ass 二 Asa;) 3 0， 


即 


(Ané& 十 Alsé& 十 Aisé&s)zr! 丰 (Ané& 二 A,,& 十 Azs 6&3 ) zi 订 (Au& 十 Asz& 十 Assés) zs 一 0. 


令 


a61 一 AS 十 Ape 十 As 名 ， 
| 一 426 + Azé 十 As6， 
ok = Anué& Atk + Asés, 
则 得 &，xz' 二 0. 
由 上 面 的 推导 可 知 ,点 坐标 变换 (坐标 系 0 到 坐标 系 2') 
pz 一 z (an), plasi|0 
诱导 出 直线 坐标 变换 
of =€(An), olAn|¥ 0; 
点 坐标 变换 的 逆 变 换 (坐标 系 (2 到 坐标 系 0Q) 


(4. 36) 


(4. 37) 


(4. 38) 
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pzT=zx (An), pl|An|A 0 (4. 39) 
诱导 出 直线 坐标 变换 
ao = (an), o |an | 0. (4. 40) 
从 以 上 讨论 可 知 ,射影 平面 上 点 的 坐标 变换 同时 实现 了 直线 的 坐标 变换 . 同样 ,射影 平 
面 上 直线 的 坐标 变换 也 会 实现 了 点 的 坐标 变换 . 
4.3 射影 平面 上 的 点 坐标 系 与 直线 坐标 系 
在 射影 平面 P: 上 给 出 一 个 点 坐标 系 的 基础 点 41(1,0,0),d;(0,1,0),d;(0,0,1) ,它们 
构成 一 个 坐标 三 点 形 , 其 三 边 是 
和 = d; Xd; = (0,1,0) Xx (0,0,1) 一 [1,0,0]， 
6 = d; Xdi= (0,0,1) x (1,0,0) = [0,1,0], 
2 = di Xd:, = (1,0,0) x (0,1,0) = [0,0,1]. 
同样 ,在 射影 平面 P: 上 给 出 一 个 直线 坐标 系 的 基础 直线 全 [1,0,0],6.[0,1,0],6;L0,0,1j]， 
它们 构成 一 个 坐标 三 线形 ,其 顶点 是 
di = 6 X6, = [0,1,0] xX £0,0,1] = (1,0,0), 
d; = 6 X66 = [0,0,1] Xx[1,0,0|] = (0,1,0), 
ds =6 X66 = [1,0,0] Xx [0,1,0] = (0,0,1). 
由 此 可 见 , 当 我 们 在 射影 平面 P: 上 选取 一 个 点 坐标 系 时 ,同时 就 有 一 个 相应 的 直线 坐标 系 ， 
反 过 来 也 是 如 此 ,而 它们 的 基础 点 和 基础 直线 恰 是 同一 个 坐标 三 点 ( 线 ) 形 的 三 个 顶点 和 三 
条 边 (图 1-19). 


1-19 
习 题 1.4 


1. 给 出 点 (一 1, 一 1,1),y( 一 1,0, 一 2) 和 解析 点 z"(1, 一 2, 一 4) ,求解 析 点 zy 使 
得 z "一 z 十 y*， 

2. 在 直线 & 上 取 点 y= 二 (5, 一 7, 一 1) ,z= 二 (1, 一 2,1) 作 为 基础 点 ,点 u= 二 (一 1,1,1) 作 为 
单位 点 ,建立 射影 坐标 系 , 试 求 点 z= (1,1, 一 5) 的 齐 次 和 非 齐 次 射影 坐标 . 

3. 在 一 线束 中 取 直 线 二 [1,2, 一 3],w 二 [2,3, 一 6 为 基础 直线 , 取 5 一 [4, 一 1, 一 12j] 
为 单位 直线 ,建立 线 射影 坐标 系 , 试 求 g 一 [0,1,0j 的 齐 次 和 非 齐 次 射影 坐标 . 

4. 设 有 以 y(1,0),z(0,1),u(1,1) 为 参考 点 的 一 维 射 影 坐 标 系 , 求 坐 标 变 换 , 使 这 三 个 


点 的 坐标 分 别 变 为 y(1,0),z(1,1) ,wu(1,0). 

5. 求 坐 标 变换 ,使 四 个 点 的 坐标 z(1,2,1),y( 一 1,1,1),z(2, 一 1,0),x(1,1,1) 分 别 变 
为 z(1,2,1)，,y( 一 1,1,1),z(2, 一 1,0),x(1,1,1). 

6. 设 在 射影 平面 P? 上 某 两 个 射影 坐标 系 有 相同 的 坐标 三 点 形 , 而 单位 点 不 同 , 求 射影 
平面 P: 上 同一 点 z 在 这 两 个 坐标 系 下 的 坐标 (xz! ,zxz ,x3) 与 (Zi ,Ts ,Zs) 的 关系 式 . 


习 题 一 


1. 试 证 : 拓 广 的 欧 氏 平面 上 一 组 直线 互相 平行 的 充分 必要 条 件 是 它们 过 同一 个 无 穷 
远 点 . 
2. 试 证 : 拓 广 的 欧 氏 平面 上 不 同 的 平行 线 组 过 不 同 的 无 穷 远 点 . 
3. 求 两 直线 aixi 十 aa 十 aaszs 一 0 和 bizxit b,x 二 bsxs=0 的 交点 与 直线 cizZl 十 cazz 十 
czZs 一 0 上 的 无 穷 远 点 的 连 线 方程 与 坐标 . 
4. 写 出 射影 平面 上 下 列 方程 的 齐 次 坐标 方程 ,然后 求 它们 与 无 穷 远 直 线 的 交点 : 
zx? 2 Xx’ 2 zx? 2 

(1) 椭圆 专 十 次 =1; (2) 虚 棋 圆 二 十 冰 一 一 1 《3) 双 曲 线 二 一 到 一 

5. 给 出 四 点 形 abcd, 令 f=(bXe)X(aXd),g=(cXa)X(bXd),h=(aXb) xX 
(cXq), 求 证: (5Xc)XChXg),(cXa)X(fXh),(aXb)X(gX 有 三 点 共 线 . 

6. 设 h,k 为 不 在 三 点 形 abc 的 边 上 的 两 相 异 点 ,直线 aXh,bXh,cXh 分 别 交 直线 
bXec,cXa,aXb 于 点 l,myn, 又 直线 有 Xl,kXm,kXn 分别 交 直线 mr Xn,nXi,lXm 于 点 
1 ,m,n ,求证 ;: aX1 ,56Xm ,cXn 三 直线 共 点 . 

7. 写 出 下 述 叙 述 的 对 偶 人 氢 述 ,并 画 出 对 偶 图 形 : 

已 知 三 点 形 abc 和 不 在 三 点 形 任何 边 上 的 任 一 点 z, 求 作 三 点 形 每 一 顶点 与 点 工 的 连 线 
QXZ8XZ cxXz. 

8. 如 果 点 z(1,1,0),y(2,1,1),z(0,1,0) 取 做 射影 坐标 系 的 三 点 基础 点 ,而 x(1,2,1) 
为 单位 点 , 试 求 点 e(1,1,1) 在 这 个 坐标 系 下 的 齐 次 射影 坐标 和 方程 . 

9. 在 一 条 直线 上 取 三 点 (1, 一 1,2),(3,2,1) 和 (0, 一 1,1) 作 为 参考 点 (其 中 (0, 一 1,1) 
为 单位 点 ) 建 立 射 影 坐 标 系 , 试 求 点 (5,2,3) 的 齐 次 射影 坐标 . 若 三 点 (1,1,0),( 一 1,2, 一 3) 
和 (1, 一 3,4) 是 第 二 个 坐标 系 的 参考 点 (其 中 (1, 一 3,4) 为 单位 点 ), 试 求 这 两 个 坐标 系 下 的 
坐标 变换 式 . 

10. 试 求 由 


oo 一 4& 十 2& 一 6&， 
0 多 二 外 十 包 十 3& 
诱导 出 的 点 坐标 变换 式 , 并 求 这 个 变换 的 道 变换 . 
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蔬 


本 章 从 讨论 一 般 的 变换 入 手 , 本 着 从 一 般 到 特殊 的 方法 ,逐步 
深入 讨论 一 维 、 二 维 射影 变换 及 其 特殊 情形 , 让 读者 对 各 种 射影 变 
换 的 性 质 及 各 种 变换 之 间 的 关系 有 一 个 系统 的 理解 . 


3S$2.1 射影 变换 


一 、 变 换 的 概念 


1. 映射 

定义 1.1 设 有 集合 S 和 3S“. 如果 借助 于 某 一 规则 或 规律 8, 对 于 S 
的 每 一 个 元 素 z, 必 有 S 的 唯一 一 个 元 素 zx 与 之 对 应 , 则 这 种 对 应 叫做 S 
到 S“ 内 的 映射 ,并 用 @ 表示 这 样 的 映射 , 记 做 

I 二 Xx@ 或 @6:z 一 2 
其 中 xz 叫做 映射 @ 下 zz 的 像 , xz 叫做 x 的 原 像 . 如 果 S 的 每 一 个 元 素 z 
至 少 是 S 内 一 个 元 素 z 的 像 , 则 旬 叫 做 S 到 S 上 的 映射 ( 满 射 ). 如 果 S 
到 S 上 的 映射 惠 , 使 得 S 的 每 一 个 元 素 恰 有 唯一 的 原 像 , 则 @ 叫 做 S 到 
S 上 的 一 一 映射 .在 S 到 S' 上 的 一 一 映射 下 ,S’ 到 S 上 的 映射 ( 像 与 原 
像 互 换 ) 叫 做 映射 的 逆 上 映射 , 记 做 @ !. 车工 = 二 xB, 则 z= 二 x .或 者 
写成 : 若 x 二 B(x), 则 x=@B 1!1(x). 

如 果 有 集合 S 到 S 上 的 一 个 映射 $, 使 得 x’ 二 xB, 其 中 XE5,x’'€S'， 
又 有 集合 S 到 S 上 的 一 个 映射 ,使 得 = 二 x ,其 中 ES 之 ES 则 
由 S 到 S 上 的 使 z+ 一 x 的 对 应 也 是 一 个 映射 ,以 多 表示 .我 们 把 多 叫做 多 
乘 以 四 之 积 , 记 做 ==@BGB .这 时 ,x =zx(@@)=(z@)g@ 一 x@ = 

映射 的 乘法 不 一 定 满足 交换 律 ,但 映射 的 乘法 一 定 满足 结合 律 . 设 有 
集合 S 到 S' 上 的 一 个 映射 ,集合 S 到 S“ 上 的 一 个 映射 ,集合 S 到 S7 
上 的 一 个 映射 下 , 即 
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Fg 
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则 有 

G0G = (GB) = BBE) (图 2-1). 
集合 S 到 自身 上 的 映射 ,如 果 使 每 一 个 元 素 的 像 为 它 自己 ,这样 
”的 映射 @ 叫做 恒 等 映 射 ,以 了 表示. 如 果 @ 是 S 到 自身 上 的 一 一 映射 ，- 
则 其 北 映 射 6-: 也 是 S 到 自身 上 的 一 一 映射 , 且 有 
G 6 一 0G0G1I 一 工 
集合 S 到 自身 上 的 一 一 映射 ,也 叫做 集合 S 到 自身 上 的 一 一 变换 ,简称 a 
为 变换 . 


2. 群 和 变换 群 

先 介绍 代数 学 中 群 的 概念 . 

定义 1.2 对 于 一 个 非 空 集合 G= {(a,b,c,…}) ,给 定 一 个 运算 法 则 (这 里 叫做 乘法 ), 如 
果 满 足下 列 条 件 , 则 G 叫做 一 个 群 : 

(1) (封闭 性 ) 对 于 a,5EG, 必 存在 cEC, 使 得 ab=c. 这 时 < 叫做 a 乘 以 5 之 积 . 

(2) (结合 律 ) 对 于 a,p,cEC, 有 (ab)c 一 a(pc). 

(3)《〈 存 在 左 单位 元 ) 存 在 元 素 eEG, 使 得 对 于 任何 a€G, 有 ea 二 a. 这 时 e 叫做 G 的 左 
单位 元 . 

(4) 存 在 左 逆 元 ) 对 于 任何 元 aE G, 必 存在 元 素 a EG, 使 得 a 'a 一 e. 这 时 a 叫做 “ 
的 左 逆 元 . 

注 ”对 于 群 C 及 任何 acEG, 可 以 证 明 : 

(1) 车 ea 二 a, 则 有 ae 二 a (这 时 e 称 为 G 的 右 单位 元 ). 也 就 是 说 , 群 G 的 左 单位 元 等 于 
右 单 位 元 ,因而 它们 统称 为 单位 元 . 

(2) 若 a 'a==e, 则 有 aa !==e (这 时 a ' 称 为 a 的 右 着 元 ). 所 以 说 ,a 的 左 逆 元 等 于 a 的 
右 逆 元 ,因而 它们 统称 为 a 的 逆 元 . 

群 G 的 元 素 对 于 乘法 一 般 是 不 可 交换 的 . 如 果 群 G 的 任何 两 元 素 对 于 乘法 都 是 可 交换 
的 , 则 群 C 叫做 交换 群 或 Abel 群 . 

设 集合 互 是 G 的 子 集 , 且 互 对 于 群 G 的 运算 也 满足 群 的 定义 的 全 部 条 件 , 则 互 叫做 CG 
的 子 群 . 

如 果 以 一 个 集合 (到 自身 上 ) 的 某 些 变换 为 元 素 , 那 么 所 构成 的 群 叫 做 变换 群 . 

变换 是 一 种 特殊 的 映射 ,根据 前 面 所 述 , 映 射 的 乘法 满足 结合 律 ,因此 变换 的 乘积 也 必 
定 满足 结合 律 . 同时 ,对 于 变换 集合 {} 中 任 一 变换 @, 若 有 逆 元 五 , 则 五 G= 工 因此 ,对 
于 给 定 的 变换 集合 {@} 来 说 ,只 要 证 明 {} 中 每 一 个 元 素 的 逆 元 属于 {四 ) , 且 对 乘法 具有 封闭 
性 , 则 {@}) 便 构成 变换 群 . 
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“第 二 章 “射影 变换 


二 、 一 维 射 影 映 射 


1. 一 维 射 影 映射 的 定义 
定义 1.3 设 t 和 € 是 任意 两 条 直线 ( 相 异 或 重合 ) ,直线 & 到 & 上 有 一 个 映射 @. 如 果 在 
直线 & 和 & 上 各 有 一 个 射影 坐标 系 , 使 得 直线 5 上 坐标 为 (X41 ,4;) 的 点 工 在 映射 下 的 像 点 
Zz 在 直线 & 上 的 坐标 为 (A1 ,和 3) , 且 满 足 
pAi= 0， 
， po 天 0， (1.1) 
pAz = 4z， 
那么 映射 叫做 直线 & 到 # 上 的 射影 映射 (也 称 为 一 维 射 影 映 射 ), 其 中 点 x+,x 叫做 射影 映 
射 @ 的 一 对 对 应 点 , 记 做 @: E(x)A8 (xz) 或 @; EE. 
若 &~# , 则 映射 @ 叫做 直线 & 到 自身 上 的 射影 变换 ,或 叫做 直线 & 上 的 射影 变换 . 
由 定义 可 以 立即 得 出 如 下 两 个 结论 : 
结论 1 直线 & 到 上 的 射影 映射 8B 是 一 一 映射 . 
结论 2 直线 ¢ 到 上 的 射影 映射 $ 的 逆 映 射 B-!' 是 直线 到 & 上 的 射影 映射 . 
进一步 可 证 明 下 面 的 结论 成 立 : 
结论 3 存在 直线 到 & 上 的 一 个 射影 映射 @8, 把 直线 ¢ 上 的 任意 相 异 三 点 y,z,w 分 别 
映射 到 直线 & 上 的 任意 相 异 三 点 y ,zx yw , 即 y>y ,zz uu 
- 证明 ”我们 在 直线 & 和 & 上 分 别 以 y,z,u 和 yz ,wu 为 参考 点 建立 射影 坐标 系 , 把 两 坐 
标 系 分 别 记 做 2 和 0Q'. 对 于 直线 & 上 异 于 y,z,u 的 点 xz ,如果 其 坐标 为 (41 ,Xs), 即 
站 一 My ”十 hzz” (人 一 久 十 zi 天 0 天 0)， 
由 于 直线 & 上 的 点 与 有 序 实数 对 的 类 成 一 一 对 应 ,所 以 在 直线 上 有 了 唯一 异 于 y ,z ,wu 的 点 
Xz 以 类 [G41,4;)] 为 射影 坐标 . 这 个 类 的 任意 成 员 为 (ph1 ,phz) Co 考 0) , 即 点 xz 和 zz 的 射影 坐 
标 同属 于 一 个 有 序 实数 对 的 类 [CA ,42)j, 所 以 
p41 二 Al， 
p42 二 Az， 
这 说 明 ,存在 直线 上 到 6 上 的 映射 更 ,使 得 在 更 下 ,直线 6E 上 蜡 于 y,z,'x 的 点 z 的 坐标 与 其 在 
直线 总 上 异 于 y ,z ,w 的 像 点 zx 的 坐标 满足 (1.1) 式 . 故 旬 是 一 个 射影 映射 . 
再 由 在 直线 和 & 上 建立 坐标 系 的 方法 可 知 ,y 和 >y 的 射影 坐标 同 为 (1,0), 所 以 @;: 
y 一 y. 同 理 , B; z 一 xz ,uu .于 是 定理 得 证 . 


2. 一 维 射影 映射 的 表达 式 

上 面 的 结论 3 中 给 出 了 特定 的 射影 坐标 系 下 射影 映射 的 表达 式 , 即 取 定 射影 映射 的 三 
对 对 应 点 分 别 作为 直线 和 # 上 射影 坐标 系 的 参考 点 ,然后 对 其 他 的 对 应 点 来 说 ,它们 的 射 
影 坐标 满足 关系 式 (1. 1). 下 面 来 讨论 在 一 般 射影 坐标 系 下 射影 映射 的 表达 式 . 


四 
§2.1 射影 变换 


设 直线 到 & 上 的 射影 映射 @ 的 任意 一 对 对 应 点 为 x 和 x 二 B(x), 点 xz 和 zz' 分 别 在 已 
知 射影 坐标 系 2 和 0 的 射影 坐标 是 G1 ,Xs) 和 (G1 ,X42). 由 射影 映射 的 定义 可 知 在 直线 和 & 
上 必 各 存在 一 个 射影 坐标 系 Q， 和 01 ,使 得 点 zx 和 zx 在 这 两 坐标 系 下 的 坐标 分 别 (24 ,4 ) 和 
”1 ,区 ) ,并且 有 关系 
= (1.2) 
PAs =: Az. 
这 样 一 来 ,在 直线 £ 上 有 两 个 坐标 系 Q 和 0Q1, 同 一 个 点 z 的 坐标 依次 为 (Myaz ) 和 
Ga hz) .根据 8$1.4 中 的 一 维 射影 坐标 变换 式 (4. 8) ,从 坐标 系 0 到 0 的 坐标 变换 式 为 
. = CA 十 QAs， 
oA2 = az 十 Cazzhz， 
同样 ,在 直线 上 站 也 有 两 个 坐标 系 02 和 ,同一 个 点 过 的 坐标 分 别 为 (4 ,2) 和 
(1 ,那么 从 坐标 系 21 到 02 的 坐标 变换 式 为 
oAi= bnAlthaAs, ,lb ps 
oA baXitbaA, |b bo 
将 (1.3) 式 代入 (1.2) 式 ,再 代入 (1.4) 式 ,并 把 代 人 过程 中 出 现 的 非 零 常数 都 归并 为 一 
个 , 记 做 p, 便 得 


dl Ql? 


下 和. (1. 3) 


U21 U22 


天 0. 〈1. 4) 


人 = (bua 十 bizazl)Ai 十 (palis + ba22)A2, 
pA2 3 (bola1l 十 B22 aal A1 十 (bziais 十 bos a22 )A2. 


上 式 可 写 做 
6; 要 A (1.5) 
CAz 一 CoA 十 czzhz， 
其 中 际 ee | a ee | 
C21 C22 B21 pozJLasl azz baiaut bzzaz bala bzzazz r 
因为 [es | EE 12 | .|aax | ;而 | bs | 天 0， |ax | 关 0, 故 | ci | 关 0. 因此 (1.， 5) 式 又 可 以 写 做 
> 2 
0: oj 一 > ck， pleca | 关 0,i= 1,2, (1.6) 
k=1 
或 者 
$B: (pAis042) = (hz)(ca)， pco| 天 0， (1.7) 
再 或 者 
1 A | 
B: pl ,| = (co ||, pleal0. (1. 8) 
A2 A2 


反之 ,使 直线 & 上 的 点 zi,4z) 映 射 到 直线 & 上 的 点 x (A1,42), 且 满足 关系 式 


3 


9 


和 一 cui 十 cizhz， 
| 1 11A1 12 信 2 Blld (1.9) 


pA2 = ca 十 czzha， 

的 映射 更 必 是 直线 & 到 上 的 射影 映射 . 事实 上 ,只 要 我 们 在 直线 & 上 再 取 一 个 射影 坐标 
系 ,使 原来 的 点 (Ai ,hz ) 在 新 坐标 系 下 的 坐标 (hi ,hz ) 满 足 关 系 

PA1 = cuhi 十 ctzhz， 

人 = cadi 十 czzhz， 

那么 在 丐 下 的 任意 一 对 对 应 点 zh ,7 和 关 (1 2) 有 关系 式 

po 二 Al ， 

二 


Dica| 关 0， 


Pp 闫 0. 


故 瑟 是 直线 上 到 站 上 的 射影 映射 . 
上 面 所 得 到 的 (1.5) 式 是 任意 两 坐标 系 下 射影 映射 的 齐 次 坐标 表达 式 . 如 取 点 xz 和 x 的 


非 齐 次 坐标 += 外 和 人 一 六, 则 由 (1， 5) 式 可 得 射影 映射 的 非 齐 次 坐标 表达 式 


cc | 

Cz1A 十 C22 Bai CE; 

从 以 上 讨论 可 知 , 一 维 射影 映射 对 应 着 二 阶 非 奇异 矩阵 ;反之 ,二 阶 非 奇异 矩阵 也 对 应 

着 一 维 射影 映射 ,也 就 是 说 ,可 以 用 一 个 二 阶 非 奇异 矩阵 来 表示 一 个 一 维 射影 映射 所 以 我 
们 通常 将 一 维 射影 映射 (1. 9) 记 为 


关 0. 《1. 10) 


Ci1 C12 


rz = x8, o=| | IB| 关 0. 


C21 C22 


因此 ,从 代数 学 的 角度 看 ,讨论 一 维 射影 映射 实质 上 就 是 讨论 二 阶 非 奇 异 矩 阵 . 


3. 确定 一 维 射 影 映射 的 条 件 

定理 1.1 一 维 射 影 映射 由 相 异 的 三 对 对 应 点 唯一 确定 . 

证 明 设 直 线 & 上 相 异 三 点 GQ 和) ,bpspw), 《ysw) 分 别 与 直线 总 上 相 异 三 点 (X41, 惟 )， 
pisp2) ,Civ2) 对 应 .分 别 以 三 对 对 应 点 的 坐标 代入 一 维 射影 映射 表达 式 (1. 5), 并 令 对 应 的 
p 值 分 别 为 m ,pz ,ps( 均 异 于 零 ), 则 有 

pi 一 ca 十 cs， OM = ca 十 cazhz 
p21 = CHAI cp pzp2 一 Cop 十 C22 p22 3 (1.11 
p31 = Ci 十 cizv， pav2 一 C21v1 十 czzyz。 


这 是 以 p; 和 ci (i,k 二 1,2) 为 元 的 齐 次 线性 方程 组 ,由 左边 三 方程 消去 cu ,ct ,得 


po A! AM2 
pa x pz| = 0, 
pavl 21 72 


展开 后 得 
pA D' + pip D: + pviD; 一 0， (1. 12) 
2 A1 A 
其 中 Dr= a 9 D, = } : ? 
vi bz A! 2 el 2 
由 于 G1 ,hz), (jp ;J2) ,Cv1sy2) 是 上 相 异 三 点 , 故 Di ,D;, ,D; 都 不 为 零 . 同 理 , 由 右边 三 方程 
消去 czi ,C22 ;再 展开 得 
piA2 DI + ozpz D; + pav2 D; 一 0 (1. 13) 
由 (1.12),(1. 13) 两 式 解 得 
Pip :p= D'D;D;, : Di Di;D; : DiD;D’, (1.14) 
用 / 六 了 pe A 
其 中 ee 
vl yz AL 42 ZI 2 


又 由 于 Qi ,2), 《psp2) ,CVs 以 ) 是 上 相 异 三 点 , 故 Di ,Di ,D4 均 不 为 零 .于 是 可 得 方程 
(1.12) 和 (1.13) 的 所 有 非 零 解 : 
pt =oDiD:D;, p: = oDiDiD;, p;=oDiD.D;s, oz 0. 

解 得 的 pi ,p: ,ps 无 一 为 零 . 

给 出 = 的 一 个 值 ,可 得 p; ,pz ,ps 的 一 组 解 , 于 是 由 (1.11) 式 分 别 可 得 cu ,ciz ,cz1,czz 的 一 
组 解 . 给 出 不 同 的 o 值 可 得 出 不 同 的 一 组 解 , 但 各 组 解 均 成 比例 . 

现在 来 证 明 得 出 的 解 满足 |ci | 关 0. 用 反 证 法 . 设 |c | 二 0, 由 于 依 (1. 11) 式 解 得 cu ， 
cz ,CasC22 不 能 同时 为 零 , 故 至 少 有 一 个 不 为 零 . 不妨 令 czs 隆 0, 又 由 于 


[cs = cucaz Ci2C21 一 0， 


可 令 翌 一 过 一 A, 则 有 C12 一 Aczz ycll 一 Aczl， 代入 (1. 11) 式 ,得 


22 C21 
oa = CiAl 十 clzhs 一 Aczlhl 十 Aczzhz 一 有 R(CcaAi 十 czzhz) 一 koAs2. 
即 4 二 kA. 由 此 得 出 点 (641,42) 就 是 (kX ,和 2), 因为 好 不 全 为 零 , 则 性 不 为 零 ,故此 点 即 
(Ck,1). 同 理 ，(p ,以 ) 也 是 (4,1). 这 与 所 设 矛 盾 , 故 |c| 关 0. 于 是 定理 得 证 . 


4. 射影 变换 群 
首先 我 们 来 证 明 结 论 : 两 个 射影 映射 的 乘积 仍 是 射影 映射 
事实 上 , 若 @, 是 直线 上 到 6 上 的 射影 映射 ，@s 是 直线 到 人 上 的 射影 映射 ,那么 Bi 
是 直线 6 到 关上 的 映射 , 且 有 
Ul Ci2 
rx = xD, | 上 | 瑟 | 短 0， 


C22 


sy 


bl bi2 


LA / 
< 攻 2 22 1 bz2 


| |@; | 关 0， 


六 dll Ql12 pi biz 
ot rl DB,) 二 


az azzJLp bs 
aunbu 十 aiap anbiz + a b22 
各 到 > + ab anbn | 
ap 十 ip ab tarzb2z 
Ee [we azib12 十 azzpos 
是 直线 5 到 关上 的 射影 映射 . 
车 E~ 一 站, 这 时 B1 ,8B 和 更 都 是 直线 上 到 自身 上 的 射影 变换 . 所 以 直线 & 上 的 射影 变 
换 更 ,9。 的 积 BG$; 也 是 直线 & 上 的 射影 变换 ， 
显然 ,如 果 甸 是 直线 & 上 的 射影 变换 ,那么 更 的 道 变换 也 是 直线 上 上 的 射影 变换 . 因此 
直线 < 上 所 有 的 射影 变换 组 成 的 集合 构成 一 个 群 , 叫 做 直线 上 上 的 射影 变换 群 ( 也 称 为 一 维 
射影 变换 群 ). 
对 偶 地 ,我们 可 以 讨论 线束 到 线束 上 的 射影 映射 和 线束 到 自身 上 的 射影 变换 . 


三 、 二 维 射影 映 躺 


射影 平面 P: 到 射影 平面 P ?上 的 射影 映射 是 直线 < 到 直线 上 的 射影 映射 的 推广 , 讨 
论 方式 和 步 又 是 相 类 似 的 . 

1. 二 维 射影 映射 的 定义 

定义 1.4 设 P: 和 PP” 是 任意 两 个 射影 平面 ( 相 异 或 重合 ) ,在 射影 平面 已 到 已 * 上 有 
一 个 点 映射 更 . 如 果 在 射影 平面 P: 和 P'? 上 各 有 一 个 射影 坐标 系 , 使 得 射影 平面 已 上 射影 
坐标 为 (zzzyzs) 的 点 工 在 映射 评 下 的 像 点 z 一 下 (z) 在 射影 平面 P* 上 的 射影 坐标 为 
(xz! ,zl ,Xs), 且 满足 条 件 


| 网 忆 一 xzG, 且 |55| 一 |6 | 0:| 关 0. 故 G=GG: 也 


p7; 二 Xi， 0 天 0,1=1,2,3， 
那么 映射 严 叫 做 射影 平面 P: 到 P'* 上 的 直射 映射 (也 称 为 二 维 射影 映射 ). 
若 射影 平面 P? 与 P 为 同一 平面 , 则 直射 映射 亚 叫 做 射影 平面 P*( 到 自身 ) 上 的 射影 
变换 或 直射 变换 ,简称 为 直射 . 
类 似 于 一 维 射影 映射 ,由 上 面 的 定义 容易 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 
结论 1 射影 平面 P? 到 已” 上 的 直射 映射 是 一 一 映射 . 
结论 2 射影 平面 P: 到 P? 上 的 直射 映射 更 的 逆 映 射 :是 射影 平面 P” 到 P* 上 的 


| 
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直射 映射 . 
结论 3 存在 射影 平面 已 到 P”? 上 的 一 个 直射 映射 亚 , 把 射影 平面 已 上 无 三 点 共 线 


的 任意 相 蜡 四 点 y,z,u,v 分 别 映射 到 射影 平面 P2? 上 无 三 点 共 线 的 任意 相 异 四 点 y ,> ， 
u sv 即 更 :yz 
2. 二 维 射 影 映 射 (直射 映射 ) 的 表达 式 
设 射影 平面 P: 到 P? 上 的 直射 映射 更 的 任意 一 对 对 应 点 为 zx 和 zx 二 要 (Zz) ,点 工 和 z 
在 射影 平面 P 和 P? 上 坐标 系 2 和 0 下 的 射影 坐标 分 别 为 z; 和 zi (i 二 1,2,3). 由 定义 知 
射影 平面 P? 和 P“ 上 必 各 存在 一 个 坐标 系 Q; 和 021 ,使 得 点 x 和 x' 在 此 两 坐标 系 下 的 射影 
坐标 分 别 为 Zz; 和 Zz/, 并 且 有 关系 
D 却 一元， D0,1=1,2,3, 
由 于 点 x 在 射影 平面 P? 上 两 个 坐标 系 Q 和 0 下 的 射影 坐标 x; 和 去 (= 一 1,2,3) 有 
DO 元 一 Danzri, pi! la |0,1i1= 1,2,3, 
点 在 射影 平面 P' 上 两 个 坐标 系 2 和 021 下 的 射影 坐标 元 和 zi (人 1,2,3) 有 关系 
pa 一 Db Zh, pb2 | 0 | 关 0,1 二 1,2,3, 
所 以 有 


3 3 EF: 
pz 一 Dbs (Danri)= Dcares i=1,2,3, 
j=1 #1 k=1 
其 中 |c| = 16i|*|ai| 关 0, 即 


Y: px = Se plea| 关 0,i= 1,2,3 (1.15) 
k=1 
或 
oz 一 cl 十 CizTz 十 cl32Z3， 
更 :; pxs = czlzl 十 caazz 十 cazs， plc 天 0， 
pxs = CslZl 十 cazZs 十 C33 Xi, 
也 可 写成 
更 : oz 一 工 (cs)， pleal0 
或 
Z| Xl 
V:p ty = (ci) 四 ， plcx| 闫 0. 
全 Xs 
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以 上 说 明了 射影 平面 P? 到 P ”上 的 直射 映射 更 下 一 对 对 应 点 zx 和 xz 一 记 (z) 各 自在 
一 般 射 影 坐标 系 下 的 坐标 x; 与 x' (i 一 1,2,3) 满 足 关系 式 (1. 15). 

反之 ,假设 射影 平面 P? 上 的 点 xz 到 射影 平面 P? 上 的 点 z 的 映射 下 ,使 得 z 与 x 的 射 
影 坐 标 z, 与 xz; (i 二 1,2,3) 满 足 关系 式 (1.15) ,那么 这 样 的 映射 更 是 射影 平面 P: 到 P'* 上 
的 直射 映射 .事实 上 ,只 要 在 射影 平面 忆 上 再 取 一 个 射影 坐标 系 ,使 点 x 在 两 个 坐标 系 下 的 
坐标 z， 与 元; (一 1,2,3) 具 有 关系 


3 


oO， 一 Ss ol lci| 关 0， 1 一 1,2,3. 


由 于 |ci | 关 0, 所 以 选取 这 样 的 坐标 系 是 可 能 的 . 这 样 一 来 , 亚 的 表达 式 为 
WV: oz 一 元 ，0 0,1i= 1,2,3. 
由 直射 映射 的 定义 可 知 ,更 是 射影 平面 已 到 P” 上 的 一 个 直射 映射 . 
在 上 面 的 变换 式 (1. 15) 中 习惯 上 用 ais 代 圭 ci, 写 做 


也 : oz 一 Ss plan|0,i= 1,2,3. (1.168) 
这 就 是 直射 映射 更 的 表达 式 , 它 也 可 写 做 


‘ 
pT), 一 CI 十 aizzaz 十 Cis73s， 


:p77 一 aazl 十 azazz 十 aazs， polaxc| 天 0. (1.17) 
ps = calZl + a3z Tz TT a3s Ta, 
ye xy en 
在 (1.17) 式 中 , 令 T= 字 ,y= 地, 一 落 ,y 一 学, 再 以 第 三 个 方程 左右 两 边 分 别 去 除 第 
. 3 可 


一 、 二 个 方程 的 左右 两 边 , 就 得 到 直射 映射 严 的 非 齐 次 坐标 表达 式 
4 al 并 十 aizy 十 ais 


ai 六 十 aasy 十 ao 
更 ; 人 (1.18) 
外 a2l7 十 di2y 十 cas 


Qa 二 dazy 二 a33 
对 偶 地 ,我 们 可 以 得 到 射影 平面 P: 到 P? 上 关于 直线 的 直射 映射 和 射影 平面 P: 到 自 
身上 关于 直线 的 直射 变换 及 其 表达 式 . | 
从 以 上 讨论 可 知 , 二 维 射 影 映 射 对 应 着 三 阶 非 奇 异 和 矩阵 ;反之 ,三 阶 非 奇 异 和 矩阵 也 对 应 
着 二 维 射影 映射 . 所 以 说 ,可 以 用 一 个 三 阶 非 奇异 矩阵 来 表示 一 个 二 维 射影 映射 ,于 是 我 们 
通常 将 直射 映射 (1. 17) 写 成 如 下 形式 : 


当 


，|®| 0. 


U21 U22 423 
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因此 ,从 代数 学 的 角度 看 ,讨论 二 维 射影 映射 实质 上 就 是 讨论 三 阶 非 奇 异 和 矩阵 . 

从 $1.4 及 本 节 可 以 看 出 ,点 的 射影 变换 表达 式 与 点 的 坐标 变换 式 是 一 样 的 ,点 的 坐标 
变换 式 是 指 同一 个 点 在 两 个 不 同 的 坐标 系 下 的 坐标 之 间 的 关系 式 , 点 的 射影 变换 表达 式 是 
指 一 个 点 与 它 在 射影 变换 下 的 像 点 对 于 同一 坐标 系 的 坐标 之 间 的 关系 式 . 在 解析 几何 里 我 
们 知道 ,点 的 变换 表达 式 与 点 的 坐标 变换 式 是 一 致 的 . 如 果 设 想 把 原 像 点 连同 所 在 的 坐标 系 
实行 该 变换 ,使 其 原 像 点 和 像 点 重合 ,这 时 点 在 原 坐 标 系 和 新 坐标 系 下 坐标 之 间 的 关系 式 ， 
也 就 相同 于 点 变换 的 表达 式 . 在 这 里 的 道理 是 一 样 的 . 

在 讲 坐 标 变换 式 时 ,我 们 曾经 由 点 坐标 的 坐标 变换 导出 直线 坐标 的 坐标 变换 , 同样 的 道 
理 , 我 们 可 以 从 射影 平面 PP 上 的 点 到 射影 平面 P ”上 的 点 的 直射 映射 ,导出 射影 平面 P? 上 
的 直线 到 射影 平面 P ”上 的 直线 的 直射 映射 ,其 变换 表达 式 和 坐标 变换 式 是 一 致 的 . 为 了 节 
省 篇 幅 , 我 们 不 再 进行 推导 ,直接 叙述 如 下 : 

若 射影 平面 P: 上 的 点 zx 到 射影 平面 P“* 上 的 点 x 的 直射 映射 的 表达 式 为 


pi 一 Ss plais | 关 0,i= 1,2,3， (1. 19) 
则 它 可 导出 射影 平面 P? 上 的 直线 到 射影 平面 P ”上 的 直线 的 直射 映射 
oe = SAe,, o|Ai| 关 0, i= 1,2,3， (1. 20) 
其 中 A 是 |ai| 中 元 素 a. 的 代数 余子 式 . 直射 映射 亚 的 逆 映 射 亚 -! 对 于 点 的 表达 式 为 
oz; = SA 0 |An|20, i= 1,2,3, (1. 21) 
它 可 导出 射影 平面 P 上 的 直线 如 到 射影 平面 P' 上 的 直线 & 的 直射 映射 
ae, = Doe’, o’ |ari | 0, i= 1,2,3. (1. 22) 


3. 确定 二 维 射 影 映射 (直射 映射 ) 的 条 件 

定理 1.2 直射 映射 由 无 三 点 共 线 的 相 蜡 四 对 对 应 点 唯一 确定 . 

证 明 设 射影 平面 P: 到 P? 上 的 直射 映射 亚 下 无 三 点 共 线 的 相 异 四 对 对 应 点 是 
ITT,y 了 YYy ,Zz 阅 xz ,uu ,并 设 直 射 映 射 更 : x 一 xz 的 表达 式 为 


党 
oz 一 Dakzi， plai | 关 0， i= 1,2,3. (1. 23) 
= 1 


将 每 对 对 应 点 的 坐标 代入 上 式 , 并 分 别 以 Pi*P2» 03»04 为 对 应 于 zx,y,z,u 的 p 值 ,结果 得 到 
12 个 线性 方程 : 
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3 3 
| 
Pi 一 Qi oz 一 Ci， 
k=1 k=1 


oz 一 Dy aunze, pw’ = > auus, 
k=1 k=1 
exezpap FE 0, i= 1,2,3. 
这 是 含 13 个 元 p; (二 1,2,3,4) 和 ais (i,k 二 1,2,3) 的 齐 次 线性 方程 组 . 
在 方程 组 (1. 24) 中 取 号 码 同 为 i (i 二 1,2,3) 的 四 个 方程 组 ,消去 ax (4 一 1,2,3) ,得 到 


OZi TX! 2 Xa 


(1.24) 


ozyi Y1 YY Ys 


> 一 0，1L 一 1,2,3. (1. 25) 
DZi Xl Z2 2Z3 
Po Ul Us Us 
令 DD=|y,zyu| ,Ds= 二 一 |zx,zyu| ,Ds 二 |z,yyyu|,D;= 二 一 |z,yyyz|. 因 zx,y,z,u 无 三 点 共 
线 , 故 Di ,Dz ,D; ,Ds 均 不 为 零 . (1. 25) 式 展开 得 
piziD! 二 pz yiD; 十 psziD， 二 puiD, 二 0，1i1 二 1,2,3. (1. 26) 
这 是 以 pj; (j= 二 1,2,3,4) 为 元 的 齐 次 线性 方程 组 . 
令 Di=|y ,zu | ,Di=—|zr ,zu | ,Di=|r ,yu |,D'=—|zx’ yy . 因 关 ,yy， 


zu 无 三 点 共 线 , 故 Di ,Di ,Di ,Di 均 不 为 零 .于 是 方程 组 (1. 26) 的 所 有 非 零 解 可 由 下 列 式 
子 给 出 : 

pi 二 oD' D; D;D,, pz 一 oD1D’D,D,, pa 一 aoD,D, D1 D,， 0 一 aoD,D, D;D’, 
式 中 v 为 任意 常数 , 且 c 夭 0. 任意 指定 o 的 值 , 则 得 出 pi ,pz ,ps ,po 的 一 组 解 , 且 无 一 为 零 . 对 
于 (1.24) 式 中 任意 i 值 ,有 四 个 方程 , 含 三 个 元 ca ,az ,aa. 由 于 这 四 个 方程 不 是 独立 的 ,但 
因 D; 隆 0 (i 一 1,2,3,4), 故 可 任 取 其 中 三 个 方程 解 得 ai ,aa ,aa 的 一 组 非 零 解 . 遍 取 ;一 1,2， 
3, 得 出 ai (i,k 二 1,2,3). 车 取 o 的 不 同 值 ,例如 取 另 一 个 o 值 为 ao 二 ro (tr 关 0), 则 解 得 的 每 
个 an 值 也 是 原来 的 值 乘 以 rt, 因而 关系 式 (1. 23) 不 变 . 故此 四 对 对 应 点 确定 唯一 的 射影 映 
射 更 . 

现在 来 证 明 | cj| 天 0. 我 们 采用 反 证 法 . 设 |ai| = 二 0, 由 于 Cai) 是 非 零 窍 阵 , 则 (ais) 的 秩 


为 1 或 2. 若 (au ) 的 秩 等 于 2, 即 有 一 个 二 阶 子 式 不 为 零 , 不 妨 设 
常数 户 和 9, 使 得 


天 0, 则 必 存 在 实 


l1 Uiz 
2 


a 
U21 Qs 


Qai = pai qazi, 1 二 13273， (1. 27) 
将 (1.27) 式 代入 方程 组 (1. 24) 中 含 pi 的 第 三 个 方程 ,得 出 
pz 一 aal ZI 十 asz zz 十 a33T 


= (pay 二 qaa)rit (paw qazz)r; t+ (pa qazs) x 


条 
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= 户 (ailZl 十 aizzs 十 aiszs) 十 9g(CasiZl 十 azzZa 十 CosTs) 
一 opz; 十 pgzy， 
故 zx; 二 px! 十 gxz. 同 理 ys 二 pyi 十 qyz ,zs 一 pzxi 十 qzz. 由 此 ,|zx ,y ,zx | 二 0, 即 x ，y ,xz 三 点 
” 共 线 ,与 所 设 矛盾 . | 
若 (as ) 的 秩 等 1, 即 至 少 有 一 个 元 素 不 为 零 , 而 所 有 二 阶 子 式 都 等 于 零 , 则 (ax ) 诸 行 成 
比例 . 不 妨 设 au 和 0, 于 是 可 令 
dz 二 par, QA2 三 pas, Qa 二 palss al 一 9all， as gd, ass 一 Ga13， 
则 zz 的 坐标 为 (x! ,zz ,xs) 二 (1,p,9). 同 理 y 的 坐标 也 为 (1,p,q9)， 这 与 所 设 矛盾 . 因此 
(ax ) 必 为 非 异 的 , 即 |ai | 隆 0 成 立 . 所 以 更 为 直射 映射 . 


4. 二 维 射影 变换 群 

设 射影 平面 P? 到 自身 上 的 所 有 直射 变换 组 成 的 集合 为 已 . 为 了 方便 讨论 ,在 射影 平面 P 
上 给 出 一 个 二 维 射 影 坐标 系 , 则 对 于 射影 平面 已 上 的 每 一 个 直射 变换 亚 :; z(Cziyzzyzs) 一 
x (zl ,二 ), 即 可 由 (1.17) 式 确定 一 个 三 阶 非 异 矩阵 (as ); 反 之 ,每 一 个 三 阶 非 异 矩阵 (ax ) 可 
通过 (1. 17) 式 来 确定 一 个 射影 平面 PP 上 的 直射 变换 更 也 就 是 说 ,直射 变换 更 和 三 阶 非 异 和 拖 
阵 Cai ) 一 一 对 应 . 因为 任 一 三 阶 非 异 抢 阵 必 有 道 矩 阵 而 且 逆 矩阵 也 是 三 阶 非 异 矩阵 ,所 以 任 
一 直射 变换 必 有 道 变换 ,而 且 也 是 直射 变换 . 又 因 两 个 三 阶 非 异 和 矩阵 之 积 也 是 三 阶 非 异 矩 
阵 , 故 两 直射 变换 之 积 也 是 直射 变换 , 即 P; 对 于 乘法 是 封闭 的 . 因此 ,P; 是 一 个 群 .我们 把 
群 P; 叫做 直射 变换 群 或 二 维 射影 变换 群 . 


5. 二 维 射影 映射 (直射 映射 ) 的 性 质 

定理 1.3 直射 映射 把 共 线 点 变 为 共 线 点 ,而 且 共 线 点 的 原 像 也 是 共 线 点 . 换 句 话说 , 直 
射 映射 保持 点 和 直线 的 结合 关系 不 变 . 

证 明 设 直射 映射 更 的 表达 式 为 (1. 16) 式 , 则 对 于 任意 的 三 对 对 应 点 工 一 民 ,y 一 了 ， 
zz ,有 
dl dl2 413 
r=7rV, y=yV, z=zV, y= ,| 更 | 天 0. 
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U31l 4Q32 433 
于 是 有 
| pix’ sp2y sp3z | = |z¥,yV ,zy | 


azl 十 aizZas 十 aisZ3s alzl 十 azz7Zz aTrs dx 十 aazZ2 十 Ga3ss23 
= |aay 十 azyz 十 ay az 十 azz yz 十 azsys U31Y1 十 aaz yz 十 aas ys 


Cilzl 十 alzzz 十 Qls 23 Qz1z1 十 Qzaz2 十 Qz3 3 aalZl 十 aaz zz 十 a33 23 
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3 Ye Yalelas ar as | 一 |z,y,z|* |Y|. 
若 zyz 三 点 共 线 , 则 |z,y,z| 一 0, 从 而 |z ,y ,z | 二 0. 反 之 ,着 x ,y ,x 三 点 共 线 , 则 
Iz ,y',z | 二 0. 因 | 亚 | 关 0, 故 |z,y,z| 二 0. 于 是 定理 得 证 . 

有 了 直射 映射 把 共 线 点 变 为 共 线 点 ,对 偶 地 可 得 直射 映射 把 共 点 线 变 为 共 点 线 . 同时 也 
就 可 以 证 得 直射 映射 把 三 点 形 .四 点 形 等 仍 变 为 三 点 形 .四 点 形 等 . 

6. 由 二 维 射影 映射 诱导 出 的 一 维 射影 英 射 

上 面 讲 到 直射 映射 保持 点 与 直线 的 结合 关系 ,由 于 直射 映射 使 射影 平面 P: 中 直线 & 上 
的 点 映射 到 射影 平面 已 ”的 直线 引 上 ,因此 我 们 就 得 到 一 个 直线 上 上 的 点 到 直线 关上 的 点 的 
映射 . 我 们 把 这 个 映射 叫做 由 直射 映射 亚 导 出 的 直线 & 到 & 上 的 映射 . 对 偶 地 ,我们 还 可 得 
到 由 直射 映射 亚 导 出 的 线束 zz 到 线束 z 上 的 映射 .对 于 这 两 个 由 二 维 射 影 映 射 导出 的 一 维 
映射 ,我 们 有 如 下 定理 : 

定理 1.4 射影 平面 P* 到 已 * 上 的 直射 映射 更 把 射影 平面 P: 上 的 直线 (点 z+) 映射 
到 射影 平面 P?” 上 的 直线 & (点 zx), 由 此 导出 的 直线 & 到 & 上 (线束 xz 到 x 上) 的 映射 是 
一 个 一 维 射 影 映射 . 直线 & 到 & 上 (线束 工 到 xz 上) 的 一 维 射影 映射 都 可 由 射影 平面 已 : 到 
PP 上 的 直射 映射 (不 唯一) 导出 . 

证 明 设 y, xz,wu 为 直线 & 上 相 异 三 点 ,它们 在 直射 映射 于 下 的 像 点 分 别 是 直线 & 上 的 
相 异 三 点 y ,zx ,wu ,又 设 v 是 射影 平面 P: 上 不 在 直线 & 上 的 任 一 点 ,w 为 直线 xXw 上 蜡 于 
u,v 的 任 一 点 ,于 是 v= 二 炎 (v) 和 w 二 亚 (w) 是 射影 平面 P* 上 的 相 异 两 点 , 且 与 x 共 线 ,但 
不 在 直线 上 (图 2-2). 
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图 2-2 
现在 把 v,y,z,ww 和 wv ,y ,zx ,w 分 别 作为 射影 平面 P? 和 P”? 上 的 射影 坐标 系 的 参考 
点 , 令 这 些 参考 点 的 射影 坐标 分 别 为 
v1,0,0),y(0,1,0),z(0,0,1) ,wl,1,1);v (1,0,0),y (0,1,0),z (0,0,1),w (1,1,1). 
这 时 直射 映射 亚 是 
px 二 Xi， 0p 关 0,1= 1,2,3， 
即 它 使 得 (x ,x2 ,x ) 二 (pzrisorz ,pzs). 若 XEE, 则 z= 二 0 (由 于 直线 & 上 点 y,z 的 第 一 个 坐 
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标 分 量 为 0) , 且 zeE& , 亦 有 zi 一 0 (由 于 直线 如 上 点 y',z 的 第 一 个 坐标 分 量 均 为 0). 所 以 
有 (0,zxs ,Tr3) 二 (0， pxrz ,prs).b 因 (x; ,rs )， 《pxz yozi) 分 别 是 点 Xx, 关于 直线 &,E 上 以 y,z,u 
三 点 和 y ,z ,wu 三 点 为 参考 点 的 坐标 系 的 坐标 , 且 有 Rr ps , 故 更 导出 的 直线 有 
到 6 上 的 映射 是 一 维 射影 映射 : 
中 : oz 一 Xi， pp 天 0, 1 一 2,3. 

现在 来 证 明定 理 的 第 二 部 分 : 设 @ 是 射影 平面 P* 上 的 直线 上 到 射影 平面 P? 上 的 直线 
上 的 一 个 一 维 射影 映射 ,y,z,u 是 直线 & 上 的 相 异 三 点 ,它们 在 直线 站 上 的 像 点 分 别 是 y ， 
= ,u .在 射影 平面 P: 上 取 不 在 直线 & 上 的 任 一 点 v, 在 直线 wXv 上 任 取 异 于 ww,wv 的 一 点 
w, 在 射影 平面 P ”上 取 不 在 直线 《上 的 任 取 一 点 v ,在 直线 w Xv 上 任 取 异 于 ww ,v 的 一 点 
w , 则 唯一 存在 一 个 射影 平面 P* 到 P'? 上 的 直射 映射 (二 维 射影 映射 ) 亚 ,把 射影 平面 P: 上 
无 三 点 共 线 的 四 点 v,y,z,w 分 别 映射 到 射影 平面 P? 上 无 三 点 共 线 的 四 点 ,y ,zx ,w'. 但 
由 于 v,w 和 w ,w 选取 的 任意 性 ,所 以 这 样 的 直射 映射 更 不 是 唯一 的 . 由 定理 的 前 一 部 分 证 
明知 , 笋 导出 一 个 直线 & 到 & 的 一 维 射影 映射 , 它 把 点 y,z,u 分 别 映射 到 点 y ,z ,wu'. 由 
于 三 对 对 应 点 唯一 确定 一 个 一 维 射影 映射 , 故 $B 一 @. 这 就 证 明了 定理 的 第 二 部 分 . 

关于 到 导出 线束 z 到 z 的 一 维 射影 映射 更 的 证 明 , 可 以 对 偶 地 得 到 . 


习 题 2.1 
1. 下 列 变换 组 成 的 集合 是 否 构成 群 ? 


Z =ari — br,, 

(DD) (f(a,b 是 参数 ,a? 十 妖 冯 0); 
oz = br ar 
px! = Xi 十 rz 9 


7 
OZ2 TX2 

兴 
PX axl 9 


(2) ( 是 参数 ); 


(3) (a,b 是 参数 ,ap 天 0) . 


oz 一 bzs 

2. 设 R 是 全 体 实 数组 成 的 集合 , 举 出 集合 R 上 的 两 个 不 可 交换 的 变换 的 例子 ,再 举 出 
两 个 可 以 交换 的 变换 的 例子 . 

3. 确定 所 有 实数 组 成 的 集合 R 上 的 变换 ®B: x 一 ar 十 b,a 闫 0, 使 得 瑟 :一 1 

4. 设 射影 映射 把 直线 & 上 射影 坐标 为 (1,0),( 一 1,1),(2,1) 的 三 个 点 依次 变 为 直线 
上 射影 坐标 为 (0,1),(1,2),(4,1) 的 三 个 点 , 求 四 的 表达 式 . 

5. 确定 满足 下 列 非 齐 次 坐标 变换 的 直线 & 到 sf 上 点 的 射影 映射 表达 式 ，: 

(1) 0,1,2 变 为 0,4,3; (2) 0,1,2 变 为 2,1,3; (3) 0,1,co 变 为 1,co ,0. 

6. 人 氢 述 直线 < 到 上 上 点 的 射影 映射 定义 的 对 偶 定义 . 

7. 设 直 线 & 上 的 一 点 [zj 在 一 个 一 维 射 影 坐 标 系 下 的 坐标 为 (X41 ,4:), 试 证 明 : 在 直线 
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E 上 总 可 以 再 取 一 个 一 维 射影 坐标 系 ,使 得 点 [x] 的 坐标 为 (41 ,4:) ,而 且 满 足 关 系 式 
A = cuAi 十 ci， 
hz = cat 十 czzhz， Cal C22 

8. 求 一 个 直射 变换 表达 式 , 使 得 点 (1,0,1), (0,1,1),(1,1,1),(0,0,1) 分 别 变 为 点 

(1,0,0) ,0,1,0),(0,0,1),(1,1,1). 

9. 试 证 ; 使 三 个 基础 点 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) 与 单位 点 (1,1,1) 分 别 变 为 无 三 点 共 线 

的 四 点 Pi (ao ,o sas) ,Pi (8 ,8 ,BB) PC ,yz ,7;) ,Pi(61 ,5 6) 的 直射 映射 有 且 只 有 一 个 . 

10. 设 直射 映射 豆 把 直线 E[&, 包 ,名 ] 变 为 直线 [8 ,ee 总 ]: 
fx 26 — 3& 十 é&， 


Ci 《12 


关 0 (cs(isk 二 1,2) 为 已 知 数 ) 


Pp 一 4&1 十 2 一 6&，(p 关 0)， 
p&s = 6 2& 十 36 
求 亚 : zx 和 它 的 道 映射 亚 '; 一 x. 


32.2 交 比 


一 、 交 比 的 概念 


我 们 在 讨论 一 维 射影 映射 中 知道 ,对 于 射影 直线 & 上 任何 相 异 三 点 ,总 能 通过 射影 变换 
把 它 映射 为 直线 & 上 任意 选 定 的 相 异 三 点 . 所 以 一 直线 上 的 任意 三 点 不 可 能 构成 射影 变换 
下 的 不 变量 .但 是 共 线 的 四 个 相 异 点 ,通过 射影 变换 却 有 保持 不 变 的 量 ,这 就 是 交 比 . 
1. 交 比 的 定义 
定义 2.1 设 y,z,u,v 为 直线 & 上 相 蜡 四 点 , 则 存在 不 为 零 的 实数 A ,hs ,Am ,pe ,使 得 
& 一 Aiy 十 hzz， v= py pz. (2.1) 


: A 
42 


> 与 和 的 比 . 叫做 共 线 四 点 y,z,usw 的 交 比 (又 叫做 交叉 比 、 复 比 或 非 调和 比 ), 记 


做 RCy,z;u,v), 即 


A 
pe Me ph 


Rl(y,z;usv) 一 (2.2) 


其 中 y 和 >z 叫做 基础 点 对 ,x 和 w 叫做 分 点 对 . 
对 偶 地 , 设 7,5,g,y 为 在 线 东 a 中 的 相 异 四 直线 , 则 存在 不 为 零 的 实数 41 ,Xs ypm ypm， 
使 得 
9 一作 7 十 25， 细 一 AI 十 pzg， 


$2.2 交 比 


1 1 142 
那么 色 : 1 叫做 共 点 四 直线 六 fyp 浊 的 交 比 . 


2. 交 比 与 所 取 点 的 代表 的 关系 

在 上 面 的 定义 中 ,我 们 所 取 的 y,z 和 u,v 都 是 任意 的 成 员 , 那 么 交 比 与 所 取 的 代表 是 否 
有 关 呢 ? 

首先 来 证 明 上 面 定义 的 交 比 与 点 [ 雪 ,[ 中 所 到 的 代表 无 关 .我们 把 点 [四 ] 的 代表 xz“ 换 成 
4 二 ou 时 , 则 ww 二 和 iy 十 和 xz 二 gu 二 oA1y 十 ohzz, 可 知 入 二 oh ,二 ohz. 于 是 


同样 ,把 点 foj] 的 代表 换 成 六 =5 关 时 , 则 也 一 由? 十 pz 一 8 一 py 十 goz 可知 一 0， 
好 二 0. 于 是 
A 所 以 A :A = 
ps 2 pa ha pz ha 
由 此 得 知 , 四 点 y,z,u 王 A1y 十 hzz,v 二 jy 十 jz 的 交 比 与 点 [uj,[vj] 所 取 的 代表 无 关 . 
其 次 来 证 明 交 比 与 点 [yj,[z] 所 取 的 代表 也 无 关 . 把 点 [y],[z] 的 代表 换 成 7 一 ry， 
二 wz 时 ,有 


4 = yA = Ary +Awe = Ay + A, 
= py pz = pry twz = py pz 
于 是 四 二 iiry A 二 hw AM 二 PT， p02 二 jy2w ;所 以 
A 
pz Ms pe A 
由 此 得 知 , 四 点 y,z.u 二 A1y 十 A2zrv 二 jny 十 jzz 的 交 比 也 与 点 [y],[z] 所 取 的 代表 无 关 . 
此 以 后 在 关于 交 比 的 问题 中 取 点 x 的 代表 就 不 用 加 “x ”了 . 


3. 交 比 与 所 取 的 射影 坐标 系 的 关系 

灾 比 与 所 取 的 射影 坐标 系 又 有 无 关系 呢 ? 要 讨论 这 个 问题 ,只 需 取 不 同 射影 坐标 系 来 
观察 四 点 y,z,u,v 的 坐标 的 变化 就 行 了 . 

设 射影 平面 PP 上 任 一 点 x 在 两 个 射影 坐标 系 2 ,0 下 的 坐标 分 别 为 x; 和 zx; (i 二 1,2， 
3), 并 且 有 关系 


3 
oz 一 > ars, lax | 天 0， 0735 
k=1 


若 y.x.usv 四 点 在 这 两 个 坐标 系 下 的 坐标 分 别 为 y, 与 yz 与 ziyw 与 Wi,vi 与 v/(i 二 1,2， 
3) ,并 且 设 在 坐标 系 Q 下 二 yy 十 A2xsv 二 Jy 十 pzz; 即 y,zyusv 四 点 在 坐标 系 Q1 下 的 交 
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比 为 各 生 , 则 有 
Al 

3 3 

oo 一 Dauyrs pz 1 = Danz, 
k=1 k=1 
3 3 

pau' = Dy auus 和 > an CA1 Ys + A za) 
=! k=1 


3 3 
一 Ai Danys 十 A2 > aaa = X101Yy1 十 Az ps z' ， 


二 一 | = 


3 3 
pi vs 二 Dauve 3 > ai (An ys + pz Ze) 
k=1 k=1 
3 3 
一 AI Danys 十 pz > aunzs 二 pp1 y+ pap2 zs. 
k=1 k=1 


因此 ,y,z,usv 四 点 在 坐标 系 (2 下 分 别 为 y， 2 ， WN th, my tie, 
* 要 a 


a 
故 它 们 的 交 比 也 是 
1 2 和 ol pz Adz 
| (a ee) ( | (ee) i 
所 以 交 比 与 所 取 的 射影 坐标 系 也 无 关 . 
我 们 在 上 面 定义 的 共 线 四 点 的 交 比 , 既 与 点 所 选取 的 代表 关 , 又 与 点 所 放置 的 射影 坐标 
系 无 关 , 这 就 说 明 它 只 与 这 四 个 点 在 直线 上 的 相互 位 置 有 关 . 因 此 它 是 具有 几何 意义 的 量 . 


二 . 配 景 定理 


定理 2.1( 配 景 定理 ) ”如 果 一 条 不 过 线束 中 心 a 的 直线 与 线束 中 的 相 异 直线 ,5,9， 
y… 分 别 交 于 点 y,z,us,v，*…( 图 2-3) ,那么 对 于 其 中 任意 四 条 直线 
VE ALR 与 其 对 应 的 交点 yyzyuyuy 有 


Rly,zsu,v) = 下 (7 55P， 力 ). 
证 明 由 于 相 异 四 点 y,z,u,v 共 线 &, 故 可 令 wx 一 ?十 hzz, mv 一 
py 十 jzz《 实 数 和 1 ,Xz ,pp 均 不 为 零 ). 根据 交 比 定义 有 (4 - 
Wl e y 


/ 


AiAa 
LzA1 图 2-3 


R(y,z;u,v) 一 

由 于 wy 二 aXy,L 一 aXz, 因此 
p=aXu=aX (MytAz) =A(aXy) +h(aXz) = Ayt A, 
p=aXv=aX(pytpz) = plaXy) ipu(aXz) = pn pl, 


$2.2 交 比 
从 而 由 交 比 定义 得 
HaAz 
R(C7,559p,0) 一 ee 
故 Rly,z;u,v0)=R(n, C; pp). 


这 里 点 列 E(y,z,u,v,…) 与 线束 aly, Cp rp `) 的 对 应 关系 叫做 成 配 景 对 应 ,也 叫做 异 
素 透 视 对 应 , 记 为 


EC zayoy 元 a(7 pp"") 
故 上 述 定理 可 叙述 为 : 成 配 景 对 应 的 点 列 与 线束 的 交 比 相等 . 
三 、 交 比 的 性 质 


在 直线 上 上 给 定 相 异 四 点 y,z,w,v, 当 四 点 的 相互 位 置 变 动 时 ,相应 的 交 比 值 也 会 发 生 
改变 . 现在 就 来 讨论 这 种 变化 的 规律 . 
设 共 线 的 相 异 四 点 为 y,z,u 二 和 yy 十 hzz,v 王 py 十 pz2z, 其 交 比 为 


ed EY RY (2. 3) 
AH Az pz2A1 
(1) 两 对 点 同时 对 换 : 
车 四 点 为 zy v0 二 jzz 十 jyyu 二 A2z 十 A1y，, 则 
Rg Pn (2. 4) 
At pp pA 
若 四 点 为 & 一 人 y 十 zzyz 一 Ai y 十 pz yz 由 前 两 式 解 出 yz 得 
LH2 A2 向 A 
y= A A™’ 之 六 区 本 ee 
其 中 的 A 二 Aig 一 1zA( 因 usv 相 异 , 故 A 关 0) ,于 是 
pf, e/a -多 和 
R(u,v;Yy,z) ( 从 房 ) (&/( 2))= 一 a. (2.5) 
所 以 ,把 两 对 点 同时 对 换 , 其 交 比 不 变 . 
(2) 前 后 两 对 点 中 的 一 对 点 对 换 : 
若 四 点 为 z,y,4u 一 hz 十 A1y,v 三 pzz 十 Jy, 则 
R(y,z;v,U) 一 A 全 (2. 6) 


A2 2 AzA1 和 


若 四 点 为 yz 一 py 十 zu 一 My 十 zx, 则 
A 
Ry od ts (2.7) 
4 pa 42zHi a 


所 以 ,把 前 后 两 对 点 中 的 一 对 点 对 换 , 其 交 比 变 为 原来 交 比 的 倒数 . 


[a 
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(3) 中 间或 两 边 两 点 对 换 : 
车 四 点 为 you=AyTAz ,ZV=py 二 jzz, 可 知 


二 4 1 到。 (二 1 是 A2 
之 元 3 也 二 py+ pz No 人 元 Ye 


于 是 


RCysusz,0) = el 
A2 人 2 


全 网 

AMAz /02 

Mp dp 一 人 Aips ~— Azp 
Lz2 <' 届 Aip12 


A2 pl 

Ai Ha 
车 四 点 为 v 二 jy 十 pzz,zsyu 二 A1y 十 hzz，y， 也 可 得 交 比 R(v,z;usy) 二 1 一 a. 
所 以 ,把 中 间或 两 边 两 点 对 换 , 其 交 比 为 1 一 a. 
综合 以 上 所 述 ,在 直线 上 四 个 相 蜡 点 有 4! = 二 24 种 不 同 的 排列 ,于 是 有 


(1) ROyszyusv)—=Ru,v;y 2) = R(z, yyv uu) = Rv uz,y)=a; 


(2) ER TE RY Ee a pt 
a 


(3) R(yyu;zsv)—=R(zyv; yu) = Ru,y;v,2)=R(v, Zury)=1—a; 
1 


(4) ROysusv,z)— Rov, zy WE Rou, yr) TR vu y) TT 


(5) 有 
a 


(6) ROysvsusz) =R(u, sy, 0) Rv, yz 0) =R(z uv y) = 


(2. 8) 


上 面 六 组 交 比 值 在 一 般 情况 下 是 互 不 相等 的 ,但 在 特殊 情况 下 也 可 能 相等 . 现在 来 分 析 


出 现 交 比值 相等 的 各 种 情况 : 


(1) 如果 4 一 士 ,那么 a 一 士 1; 


(2) 如 果 xc=1 一 xc, 那 么 一方; 


(3) 如 果 a 一 了 一- A i 


9 
a 


(4) 如 果 a 二 <, 那么 gi 一 a 十 1 一 0; 


a 


(5) 如 果 a 一 -了 ,那么 a —2a=0. 


| 


1 55 
， 
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上 面 五 种 情况 又 可 归并 为 以 下 三 种 情况 : 
(1) a 二 1 ,这 时 六 组 交 比 值 分 别 是 1,1,0,00,0,00; 
a 王 0, 这 时 六 组 交 比 值 分 别 是 0,c0,1,1,0 9 OO, 
1 


(2) SR 


4 一 志 , 这 时 六 组 交 比 值 分 别 是 了 ,2 2 一 1， 一 15; 


a 二 2, 这 时 六 组 交 比 值 分 别 是 A 


(3) 一 a 十 1 二 0, 则 a= 寺中 ,这 时 六 组 交 比值 含有 虚数 . 由 于 我 们 只 讨论 直线 上 的 


实 点 ,对 这 种 情况 就 不 进行 讨论 了 . 因此 在 只 讨论 直线 上 的 实 点 时 ,只 有 在 前 面 两 种 情况 下 
才 有 可 能 使 得 六 组 交 比 值 出 现 等 值 结果 . 
对 偶 地 ,对 于 线束 中 相 异 四 直线 也 有 类 似 的 性 质 


四 . 交 比 与 一 维 射影 坐标 


1. 共 线 相 异 四 点 的 交 比 与 一 维 射影 坐标 的 关系 
在 直线 5 上 取 相 异 的 三 点 >，*z' 必 作为 一 个 一 维 射影 坐标 系 的 参考 点 ,并 取 定 代表 为 y， 
zs,U, 使 得 4 王 y 十 z, 则 对 于 直线 上任 一 其 他 点 wv 在 这 个 坐标 系 下 的 坐标 (X41 ,X42) ,应 有 


v= Ay 十 Azz. 
这 样 一 来 ,直线 Re 的 交 比 为 
lh 
R(y,z;usv) 一 1 和 (2.9) 


这 个 交 比 值 就 是 以 y,z,w 为 参考 点 的 一 维 射 影 坐 标 系 下 点 v 的 非 齐 次 坐标 . 由 于 点 wv 的 非 
齐 次 坐标 是 唯一 的 ,而 相 异 四 点 的 交 比 RC(y,z;u,v) 也 是 唯一 的 ,因此 可 以 用 点 %v 的 坐标 来 
表示 交 比 ;反之 ,也 可 以 用 交 比 来 表示 点 的 非 齐 次 坐标 . 


2. 直线 上 有 两 点 相 重 合 时 四 点 的 交 比 

前 面 所 说 的 交 比 都 是 指 共 线 相 异 四 点 的 交 比 . 由 于 直线 上 所 有 点 都 有 确定 它 的 坐标 , 因 
此 利用 交 比 与 坐标 之 间 的 对 应 关系 ,可 以 对 直线 上 有 两 点 相 重合 的 四 点 的 交 比 做 出 规定 ; 

(1) 由 于 点 2& 的 坐标 是 (1,1), 即 x 一 > 十 zx, 所 以 规定 


Rl(y,z;uyu) 一 工 一 1. 


根据 交 比 的 性 质 应 有 RCy,zixyz) 王 Ruxy,xiyyz), 再 把 字母 进行 改换 , 则 有 
R(y,y;usv) = R(u,v;sy,y) = 1. (2. 10) 


第 二 章 ”射影 变换 
于 是 对 共 线 四 点 中 , 若 第 一 点 与 第 二 点 重合 ,或 者 第 三 点 与 第 四 点 重合 , 则 这 四 点 的 交 比 规 
定 为 1. 
(2) 由 于 点 y 的 坐标 是 (1,0), 即 > 一 y 十 0z, 所 以 规定 
ROyszsusy) = RC, ys ys2) = 廊 =%， (2.11) 
于 是 对 共 线 四 点 中 , 若 第 一 点 与 第 四 点 重合 ,或 者 第 二 点 与 第 三 点 重合 , 则 这 四 点 的 交 比 规 
定 为 co. 
(3) 由 于 点 z 的 坐标 是 (0,1), 即 z 一 0y 十 z, 所 以 规定 
RU Zi ) = Ry = 了 =0. (2. 12) 
于 是 对 共 线 四 点 中 , 若 第 二 点 与 第 四 点 重合 ,或 者 第 一 点 与 第 三 点 重合 , 则 这 四 点 的 交 比 规 
定 为 0. 


3. 交 比 的 坐标 表达 式 
前 面 我 们 讲 到 可 以 用 点 的 坐标 来 表示 交 比 , 那 是 指 当 取 其 中 三 点 y,z,w 为 一 维 射影 坐 


标 系 的 参数 点 , 且 第 四 点 v 的 坐标 是 (Ch ,hz ) 时 ,就 有 Ry in) = 


现在 来 讨论 在 一 般 的 射影 坐标 系 下 四 点 y,z,u,v 的 交 比 . 设 直线 < 上 有 一 个 射影 坐标 
系 ,直线 上 上 的 四 点 y,zvwyz 在 这 个 坐标 系 下 的 坐标 分 别 是 y Gy,y2) sz(z1 sz) su(ul sua)， 
vl(vi ,v2)， 我们 来 求 RC(y,z;u,v). 
设 给 定 的 这 个 坐标 系 的 基础 点 为 [pj],Lqj, 它 们 的 代表 取 为 p,q， 则 有 
y= ypiyqg, z= Zpizg, u=uptug, v= pt vg. (2. 13) 
车 y 一 =， 由 (2.10) 式 知 RCOy,z;u,v) 二 1, 问 题 就 解决 了 ,所 以 设 yXz. 于 是 从 (2.13) 中 
的 前 两 式 解 得 


之 2 3y2 Zl 1 
2 2 ， 一 十 .14 
p y Zz q y (2 ) 


y1 yz 


其 中 6= 天 0, 从 而 


之 1 之 2 


一 Wp 二 wg 一 wm (Sy — Bz )t us (ty + Yez) 


一 六 (mm 一 wa)3 十 广 ( 一 Uiyz 十 Ka y1)z 
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同 理 可 得 


$2.2 交 比 | 
一 1zl 2 1 iy ?2 
一 一 一 十 一 
四 6 了 1 Uy 人 Ul Us» 
根据 交 比 的 定义 ,有 
lz za| 1|z zz yi | ZI Zz 
R(y,z;u,v) 一 I Ce Se EE E (2.15) 
| 1 yz 1 SY1 yz Il 2 Y1 yz 
6 Ul U2 0 Ul Us; Ul U2 Ul ‘Us 
可 简写 成 
R(y,z;u,v) 一 el (2. 16) 
| zz |y,v| 
如 果 用 = 表示 点 z 的 非 齐 次 坐标 ,那么 (2. 16) 式 可 以 写成 
过 
RE (2. 17) 


(UZ) (五 一 了 ) 
这 样 一 来 ,我们 引入 的 交 比 就 可 用 策 卡 儿 直角 坐标 和 有 向 线段 来 解释 . 例如 ,用 Fz 表示 从 点 
y 到 点 4 的 有 向 线段 , 则 yz 二 Ww 一 y, 这 里 了 ,如是 直线 上 点 y ,uw 在 箔 卡 儿 直角 坐标 系 下 的 坐 
标 , 于 是 可 得 


| 


ZZ 


R(y,z;u,v) = (2. 18) 
从 而 可 以 推 得 : 在 欧 氏 平面 里 , 共 点 a 的 四 条 直线 %,5,gp,y 的 交 比 为 
ep 
DS A (2. 19) 


sin(t, 9) * sin(y,y) 
这 里 (7,2) 表 示 以 点 a 为 顶点 ,7 为 始 边 ,9 为 终 边 的 有 向 角 ,其 余 类 推 . 这 个 结论 的 证 明 留 给 
读者 作为 练习 . 


五 、 交 比 与 射影 映射 


在 本 节 的 开始 我 们 提出 交 比 是 射影 映射 下 的 不 变量 ,现在 来 证 明 这 一 结论 . 
定理 2.2 直线 € 到 上 的 一 一 映射 是 射影 映射 的 充分 必要 条 件 是 它 保持 对 应 点 的 交 
比 不 变 ， 


证 明 必要 性 ” 设 直线 & 上 的 相 异 四 点 为 y,z,u 王 Ay 十 A2z,v 二 jy 十 pzz, 则 其 交 比 为 
R(y,zyus,v) Nap 
Aip42 


又 设 直 线 到 & 上 的 射影 映射 @ 把 直线 & 上 相 异 的 点 y,z,u,v 分 别 变 为 直线 上 相 异 的 点 
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上 第 二 章 射影 变换 


» 好 天 / 用 
VY sy ou od ; 即 


y =yB, z=z®, u=uB, v=wvD, 
则 u =u®$= Aiyt+Asz) BA yB+A zB—=Ay 十 1 
同 理 可 得 v 二 jy 十 mx .所 以 


5 A 
R(y’,z’ ,u,v ) = = R(y,z;u,v). 
112 


充分 性 ” 设 给 定 的 一 一 映射 $B 使 直线 & 上 的 相 异 三 点 y,z,u 对 应 于 直线 & 上 的 相 异 三 
点 y ，,z ,u ,因而 在 直线 与 EE 上 可 分 别 取 y,z,u 与 y ,zx ,wu 为 参考 点 建立 一 维 映射 坐标 
系 , 即 取 它 们 的 坐标 分 别 为 
yC1,0), z(0,1), uC1,1); y (1,0), z’ (0,1), u (1,1). 
又 设 直 线 & 上 其 他 任 一 点 v 的 坐标 为 (1 ,As), 它 的 对 应 点 vv 的 坐标 为 1 ,和 2), 则 有 
uu= yz v=Ay+t+Ahz, uu =y+z, v=Ay 十 12z， 
其 中 ,As ,X41 ,和 2 均 不 为 零 .于 是 得 


R(y,z;u,v) 完 ， R(y zt) 
2 


六 
已 知 RCy,z;Uusv) 二 R(y ,z ;u,v ), 故 有 生 一 分 即 he (zt 关 0), 即 
ri 一 如， 
re 
所 以 , 是 一 维 射 影 映射. 
这 一 定理 首先 由 瑞士 数学 家 Steiner 提出 来 ,后 来 德国 几何 学 家 Von Staudt 发 现 定理 
中 的 条 件 太 强 了 ,他 指出 :保持 调和 点 列 ”( 调 和 点 列 的 概念 见 后 面 ) 的 一 一 映射 为 一 维 射影 


映射 的 充分 必要 条 件 . 这 个 结论 以 后 要 用 到 ,但 它 的 证 明 在 这 里 就 不 介绍 了 . 
六 . 用 交 比 解释 的 几 个 概念 


1. 调和 共 轿 点 对 和 调和 共 罗 直线 对 
定义 2.2 阁 直 线 & 上 相 异 四 点 y,z,u 二 入 y 十 hz,v 王 jy 十 pzz 的 交 比 为 


1 es (2. 20) 
Al1Hz 
则 把 这 样 的 共 线 四 点 叫做 调和 点 列 或 调和 点 集 , 其 中 称 点 v 是 点 y,z,u 的 第 四 调和 点 ,或 者 
称 点 wv 是 点 w 关于 点 y,z 的 调和 共 轿 点 ; 称 点 对 u,v 为 点 对 y,z 的 调和 共 顽 点 对 ,或 者 称 点 
对 u,v 调和 分 隔 点 对 y，z. 


由 于 从 ROy,z;u,v) 二 一 1 可 导出 Ruyv;y;z) 二 一 1, 所 以 点 对 u,v 调和 分 隔 点 对 y ,xz 


$2.2 交 比 j 


时 ,点 对 y,z 也 调和 分 隔 点 对 xu. 因此 可 以 说 点 对 u,v 和 点 y,z 对 互 为 调和 共 瑟 点 对 . 
当 RC(y,zju,v) 二 a 二 一] 时 ,由 于 yy,z,usv 四 个 点 的 排列 不 同 ， A 1 一 a 二 2， 


“二 -2,T 一 也 ,到 一斑 的 情况 ， ,所 以 , 当 四 个 点 的 交 比 等 于 2 或 也 时 ,只 要 适当 安排 四 


点 的 顺序 ,可 使 其 中 两 点 调和 分 隔 其 余 两 点 . 
对 偶 地 , 当 共 点 的 相 异 四 直线 9,8,g 二 X17 十 A25,g 二 pw 十 pz$ 的 交 比 为 


RO bi’) = a = 一 1 (2. 21) 
时 ,这 四 条 直线 叫做 调和 线束 或 调和 直线 集 ,其 中 直线 y 叫 做 7,5,q 的 第 四 调和 直线 ;直线 
对 p,y 叫做 直线 对 ,5 的 调和 共 轿 直线 对 ,或 者 说 直线 对 gp,y 调和 分 隔 直 线 对 ,&. 


调和 点 列 和 调和 线束 统称 为 射影 平面 上 的 调和 形 . 


2. 分 隔 和 区 间 
我 们 知道 射影 直线 是 封闭 的 ,对 于 它 上 面 的 相 蜡 三 点 ,不 可 能 断定 哪个 点 在 其 余 两 点 之 
间 ,所 以 “…… 在 …… 之 间 ” 这 个 术语 对 于 射影 直线 没有 意义 . 要 建立 射影 直线 上 点 的 顺序 
关系 ,必须 做 出 新 的 解释 . 为 此 , 先 来 证 明 一 个 关于 交 比 的 公式 : 设 y,z,u,v,w 是 直线 & 上 
的 相 异 五 点 ,那么 有 
R(y,z;uv0) * RCOy,z;v,w) = ROy,z;u,w). (2. 22) 
事实 上 , 它 的 证 明 只 要 应 用 交 比 的 坐标 表达 式 即 得 : 


[yu zo) Jysvl lzrwl _ 1y,x|* 1z,wl 


R(y,z;uv) » RCy,z;v,w) = 一 R(y,z;u,w). 


| zz eyo) zol |zul: | ywl 

现在 可 以 这 样 来 规定 直线 & 上 两 个 不 同 的 点 y,z 把 该 直线 上 其 余 的 点 所 分 成 的 两 个 区 
间 ( 每 个 区 间 都 不 包含 点 y，,z) : 

设 u,v 是 直线 & 上 的 两 个 异 于 y,z 的 点 ,规定 : 

(1) 当 R(y,z;u,v) 过 0 时 ,u 和 w 属于 不 同 的 区 间 ( 图 2-4(a)), 并 且 y,z 和 w,v 称 为 分 
隔 点 对 , 记 做 YZ UU, 

(2) 当 R(y,z;u,v) 之 0 时, w 和 w 属于 同一 区 间 ( 图 2-4(b)), 并 且 y,z 和 w,wv 称 为 不 
分 风 点 对 , 记 做 y,z 一 xmv. 


SE A A ee 2 
和 二 
(a) (b) 

图 2-4 


根据 上 述 规定 ,因为 u,v 都 不 同 于 y,z, 故 交 比 R(y,z;u,v) 不 可 能 为 零 或 无 穷 大 ,可 知 
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必 有 一 个 确定 的 符号 : 或 是 正 ,或 是 负 , 必 居 其 一 ,因而 y,z 或 是 分 隔 ,v, 或 是 不 分 隔 u,v， 
这 两 者 必 有 而 且 只 有 一 种 关系 . 

这 样 规定 的 区 间 具 有 如 下 性 质 : 

(1) 反 身 性 : 由 于 RC(y,z;u,u) 二 1 汪 >0, 所 以 w 和 ww 自身 是 属于 同一 个 区 间 . 

(2) 对 称 性 : 若 RGy,z;u,5)0, 则 


本 1 
R(y,z;v,u) = 二 >>0. 


所 以 ,车 点 和 w 属于 同一 区 间 , 则 点 wv 和 w 也 属于 同一 区 间 . 

(3) 传递 性 : 若 尺 (yzszz)>0,RGyyzroz)>0, 则 由 公式 (2.22) 知 ， 尺 (yyziuwy 记 ) 二 
0. 所 以 , 若 点 xx 和 vv 属于 同一 个 区 间 , 点 v 和 w 属于 同一 个 区 间 , 则 点 4 和 w 也 属于 同一 个 
区 间 . 

在 直线 & 上 取 相 异 三 点 y,z,u 作为 坐标 系 的 参考 点 ,那么 由 性 质 (1),(2) 可 以 推 知 , 在 
包含 着 点 x 的 那个 区 间 的 所 有 点 v, 使 得 R(y，,ziu,o 二 0; 而 在 另 一 个 区 间 的 所 有 点 "使 得 
R(C>,zixuu)<0. 也 就 是 说 ,坐标 系 的 基础 点 y,z 把 直线 & 上 所 有 其 余 的 点 分 为 两 个 区 间 ,在 
包含 着 单位 点 x 的 那个 区 间 里 ,所 有 点 的 非 齐 次 坐标 都 是 正 数 ;而 在 另 一 个 区 间 里 ,所 有 点 
的 非 齐 次 坐标 都 是 负数 . 

“分 隔 ?” 这 个 概念 是 用 交 比 来 定义 的 ,而 交 比 在 射影 映射 下 是 不 变 的 ,所 以 "分隔 ?也 具有 
射影 不 变性 , 它 的 作用 是 可 以 刻画 出 射影 直线 上 点 的 顺序 关系 . 

对 偶 地 ,容易 给 出 线束 中 相互 分 隔 的 直线 对 的 定义 ,这 方面 的 工作 建议 读者 自己 完成 . 

例 1 证 明 z(1,4,1),y(0,1,1),z(2,3, 一 3) 三 点 共 线 ,并 求 点 由 ,使 得 RCz,yizyo) 一 一 4. 
1 4 1 
0 1 1 
2 3 3 

令 z 二 和 ZK 十 Aoy, 则 

(2,3, 一 3) 一 1(1,4,1) 十 12(0,1,1)， 求 得 A = 二 2， hs = 二 一 5. 
再 令 w 王 Jz 十 jzy ,可 知 


解 因 一 0, 故 Zy yz 三 点 共 线 . 


A 
R(xr,y;z,tw) A 二 一 4， 
LzA1 
*(—5) 
于 是 = 一 4， 即 全 = 才 ， 
J2*2 pa 5 


令 jn 二 8,pz 二 5, 并 设 点 ww 的 绝对 坐标 为 (x ,2 ,XT3), 则 有 
(ziyzoyz) 一 8(1,4,1) 十 5(0,1,1) 王 (8,37，13). 
由 此 得 出 w= 二 (8,37,13). 


例 2 证 明 : 若 共 线 相 异 四 点 p; (i==1,2,3,4) 的 非 齐 次 坐标 为 xz; (i 一 1,2,3,4), 则 
记 ,pz sps,Pi 为 调和 共 轿 点 列 的 充分 必要 条 件 是 (zi 十 T2) (zs 十 T4) 王 2(Z1xz 十 TT4). 

证 明 ”必要 性 ”由 pi,ps ,pi,ps 为 调和 共 力 点 列 知 RCpi ,pz ;ps3;ps) 二 一 1, 因 而 
je Pips* Prpbr _ (zs 一 ZI1)(Z 一 Z2) 

pps * pips 《zs — TX2) (Xs — XT1) 
即 (Xx3—X1) TT) (rs mz) (rz)=0. 
将 上 式 展开 并 整理 得 (x 十 zx2) (zs 十 Xs) 一 2(xizz 十 X34). 

充分 性 ”可 以 由 必要 性 的 证 明 从 后 往 前 逆 推 得 到 . 

例 3 设 M 是 已 知 圆 内 定 弦 PQ 的 中 点 (图 2-5), 过 点 M 作 两 
条 任意 弱 4B 和 CD. 车 台 AD 和 BC 分 别 交 茂 PQ 于 点 荆 和 S, 求 
证 : MS 二 MT. 

证 明 连接 PA,PC,QA,QC, 则 图 2-5 


. _ sin PAB .sin/ DAQ 
RC(P,T;M,Q) = R(AP ,AT ;AM ,AQ) sin TF DAB .sin PAQ’ 


及 (Pi pz ;ps pa 


sin/ PCB » sin DCQ 
sinA DEB ,sin PCQ 


由 于 PAB= PCB,DAQ=DcQ,DAB=DCB,PAQ= /PCQ, 因 此 这 些 等 式 
中 角 的 正弦 函数 值 对 应 相等 ,从 而 
R(P,T;M,Q) RCP,MiS,Q)， 


RC(P,M;S,Q) 3 RO(CP ,CM ;CS ,OQ) = 


即 其 5 和 一 站 二 人. 因为 PM 一 MQ, 可 知 二 一 起 


TM. PQ MS.PQ TM MS' 
TQ= TI™M+MAQ, BS = PM + MS, 


代入 上 式 便 得 
TM 二 MQ PM-+MS 即 Ma _ PM 
TM MS TM MS 
由 于 MQ=PM, 所 以 TM=MS, 即 TM=MS. 
习 题 2.2 


1. 证 明 a(2,1, 一 1),8(1, 一 1,1),c(1,0,0),d(1,5, 一 5) 四 点 共 线 ,并 求 交 比 RC(a,6;c,4d) 及 
这 四 点 的 交 比 的 其 他 可 能 值 . 

2. 设 直 线 & 上 三 点 y ,zw 的 齐 次 射影 坐标 分 别 为 y(2,1),z(1,2),u( 一 1,1), 求 直线 E 
上 点 v 的 坐标 ,使 得 RC(y,z;w,v) 王 2. 

3. 已 知 直线 & 上 四 点 z,y,z,w 的 非 齐 次 射影 坐标 分 别 为 (0),y(5),z(2) ,wl(3), 试 求 
这 四 点 交 比 的 所 有 可 能 值 . 

4. 试 证 : 欧 氏 平面 上 共 点 的 四 相 异 直线 7,5,g,y 的 交 比 为 


“61 
82.2 交 比 。 


sin(7y op)。Sin(zo) 
Re po Ce 。 ee 

5. 试 证 : y 十 4z 关于 yy ,z 的 调和 共 轿 点 是 y 一 4z. 

6. 判断 下 列 点 对 哪些 是 分 隔 的 ? 哪些 是 不 分 隔 的 ? 

(1) (1,0),C0,1) 和 (1,1),(1,2); 

(2) (1,0),(0,1) 和 (3,2),(2,—5); 

(3) (3,2),(2,4) 和 (一 1,1)， 01,3); 

(4) (3,1),(1,2) 和 (2,1),(0,1). 


7. 设 RCA,B;C,D) 一 一 1, 试 证 : 布 = 玛 (六 + 而 ). 


2\CA CB 
8$2.3 透视 映射 


透视 映射 是 一 种 很 简单 但 又 是 最 基本 的 射影 映射 ,一 般 的 非 透视 的 射影 映射 都 可 以 用 
透视 映射 来 表示 . 


一 、 透 视 映射 的 定义 
定义 3.1 设 下 是 射影 平面 P: 上 直线 6 到 引 上 的 一 个 映射 . 若 理 下 的 每 一 对 对 应 点 的 
连 线 过 不 在 直线 & 与 & 上 的 一 个 定点 a (图 2-6), 则 这 样 的 映射 更 叫 做 以 a 为 中 心 的 直线 二 
到 上 的 透视 映射 (简称 透视 ) ,其 中 点 a 叫做 透视 中 心 . 这 时 以 直线 & 和 & 为 底 的 两 个 点 列 
&(y) 和 Cy ) 叫 做 透视 点 列 , 记 做 
é(y) RE CY) (3.1) 
或 
ECyyzy zt，…) 去 (yz (3.2) 
以 后 在 不 要 求 指明 中 心 时 ,可 将 (3. 1) 式 简 记 为 &(y) A& (y); 
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对 偶 地 ,可 以 定义 射影 平面 Pz 上 线束 s 到 s 的 透视 映射 如 下 : 
定义 3.2 设 瑟 是 射影 平面 P* 上 线束 :到 s 的 一 个 映射 . 若 在 更 下 的 每 一 对 对 应 直线 
的 交点 在 一 条 不 过 点 s 和 s 的 直线 a 上 (图 2-7) , 则 这 样 的 映射 叫做 以 a 为 轴 的 线束 * 到 
* 上 的 透视 映射 ,其 中 直线 a 叫做 透视 轴 . 这 时 线 东 (7 和 (7 ) 叫 做 透视 线束 , 记 做 
s(WD sy) (3. 3) 
或 
ON A 率 5 (3.4) 
从 透视 映射 的 定义 ,可 以 得 出 如 下 结论 : 
结论 1 ”透视 映射 的 道 映射 也 是 透视 映射 , 即 : 若 @: &y,z,4…) 庆 8(y ,zw …), 则 
DEYy ,sz su se) 起 ECy,zy 2 ). 
结论 2 透视 映射 保持 交 比 不 变 , 即 ， 若 四 63，szsasarr 过 0), 则 
R(y,zyusv) = ROy sz ;u,v ). 
事实 上 , 设 n=yXy ,C=zXz ,p=uXu ,y=vXv , 则 
Rly,z;u,v) = Ry, Cp,y) 一 R(y ,z'su sv ).— 
于 是 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 
结论 3 ”透视 映射 是 射影 映射 , 即 : 若 B; Cy,zsu50,) 关 入 (yz u,v) , 则 
ECyrerurv AE (CY zi) 
结论 4 两 透视 映射 的 积 是 一 个 射影 映射 . 
事实 上 , 设 两 透视 映射 为 
Bi: ECyzyzyo) REY ,zu ,vo), 
加 
则 有 Ryszsusv)—=RGy lo) Ry sz su Vv )=ROY ,zx ;WY ). 
故 RCOy,z;yusv) 二 ROyY ,x ;wyv), 从 而 有 
ECyreu vr ) ACECY ,ee)), 
而 这 一 直线 到 上 的 射影 映射 就 是 四 18. 
利用 上 述 证 明 方 法 ,还 可 以 推 得 下 面 的 结论 : 
结论 5 若干 次 透视 映射 之 积 是 一 个 射影 映射 . 
上 面 五 个 结论 是 利用 点 列 来 叙述 和 证 明 的 ,对 偶 地 可 以 得 到 关于 线束 的 类 似 结论 ,建议 
读者 自己 完成 . 


二 、 构成 透视 映射 的 条 件 
定理 3.1 直线 到 上 的 射影 映射 为 透视 映射 的 充分 必要 条 件 是 这 两 条 直线 的 交点 
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&X& 映射 到 自身 . 
证 明 ”必要 性 ”根据 定义 即 可 直接 得 到 . 
充分 性 设 甸 是 直线 & 到 & 上 的 任意 一 个 射影 映射 , 且 使 得 
5 二 EX& 映射 到 其 自身 : 5 一 6(0). 设 y,z 是 直线 & 上 任意 两 个 相 异 
点 ,它们 在 @ 下 的 像 点 分 别 是 y 二 BCy) ,zx' 二 @B(z). 我 们 得 到 一 个 点 
a 二 (yXy)X(zXz)( 图 2-8). 设 是 一 个 以 点 a 为 中 心 的 直线 & 
到 & "上 的 透视 映射 , 则 @B' 使 得 直线 & 上 的 三 点 y,z,5b 分 别 映射 到 直 
线 & 上 的 三 点 y ,z ,6b . 这样 一 来 , 与 @ 就 有 三 对 相同 的 对 应 点 . 
根据 三 对 对 应 点 确定 唯一 的 一 维 射影 映射 , 知 @ 二 GB. 所 以 B 是 直线 & 到 & 上 的 透视 映射 . 
这 个 定理 的 对 偶 定理 是 ， 
定理 3.2 线束 ;到 s 上 的 射影 映射 为 透视 映射 的 充分 必要 条 件 是 这 两 线束 中 心 的 连 
线 sXs 映射 到 自身 . 


三 、 延 视 映射 与 射影 映射 


我 们 在 $ 1. 1 中 直观 介绍 了 射影 几何 的 研究 对 象 ,在 那里 曾 提 到 “若干 次 中 心 投影 构成 
所 谓 的 射影 变换 ”. 现在 我 们 知道 ,直线 到 直线 上 的 中 心 投影 也 就 是 直线 到 直线 上 的 透视 映 
射 , 因 此 透视 映射 是 构成 射影 映射 (变换 ) 的 基本 因素 . 关于 透视 映射 与 射影 映射 的 关系 有 如 
下 定理 : 

定理 3.3 直线 & 到 & 上 的 非 透 视 射 影 映 射 可 分 解 为 两 个 (点 列 的 ) 透 视 映射 之 积 . 

证 明 设 g@: E(x,y,z,) 和 El(zT ,yy ,xz ,"…), 且 &X& 为 非 自 对 应 点 , 即 @ 为 非 透视 射 
影 映 射 (图 2-9). 

设 名 三 工 Xz 加 一 (yXY)X 名 gl 一 (yXyY)X(CzXz)， 
Bg 一 (TXXx')X(yoXy), 则 有 如 下 两 个 透视 映射 : 


图 2-8 


8] 
D1: ECZyyy Ze) 六 & (X,Yo ,Zs ), 


Da: 6(zyyoyz ,nn) E(x sy ,2 ,se). 

故 BB (Ty zs)AE (XT ,yy ,zx ，…). 再 由 三 对 对 应 点 确定 
唯一 的 一 维 射影 映射 知 8 二 $1 %,. 

这 个 定理 的 对 偶 定 理 是 : 

定理 3.4 线束 * 到 * 上 的 非 透视 射影 映射 可 分 解 为 两 个 
(线束 的) 透视 映射 之 积 . 

例 1 已 知 直线 上 到 6 上 的 非 透视 射影 映射 的 三 对 对 应 点 为 x 和 x ,y 和 yzx 和 xz" 求 
作 直 线 上 异 于 点 z,y,z 的 任 一 点 w 的 对 应 点 凤 
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解 ”如 图 2-9 所 示 , 作 直线 名 一 zXz , 作 点 g1 二 (yXy)X(zXz),gs=(xXzx’)X 
(yXy ); 作 直线 WwX gi , 作 点 Tuo ,使 wo 二 (wX gi1)X6& ;再 作 点 w ,使 w’ = (wo Xg2) Xe , 则 
w 即 为 所 求 . 事实 上 ， 


8 B2 
ECT, YZ UY,) 入 (CCZzyyo ,ZZ ,To 1) 人 入 EX yz 


所 以 &zyyyzym)AeCz yy sz Ww 呈 ), 即 w 为 点 w 的 射影 对 应 点 . 

例 2 若 一 动 三 点 形 每 边 过 一 定点 ,此 三 定点 共 线 且 有 两 个 顶点 分 别 沿 一 直线 移动 , 求 
证 : 第 三 个 顶点 的 轨迹 为 一 条 直线 . 

证 明 设 &,& 为 直线 , a,5b,c 为 定 直 线 上 上 的 三 定点 ， 
直线 & ,& 分 别 交 直线 & 于 点 m,n ,三 点 形 xiyjz; (i 二 1,2,*…) 
的 顶点 y 在 直线 名 上 ,顶点 = 在 直线 6: 上 , 且 直线 y; Xz 过 
点 a ,直线 =: Xzi 过 点 54, 直线 y; Xzi 过 点 <( 图 2-10). 因 


Ei CY1 sy2 ys) 过 G2 (Zi ,Zz ,Zs sn ,°°), 
故 Ry sy2 ;ys3 5m) —=R(Z ,zo ;za ,1n). 
由 于 点 列 各, 总 分 别 与 线束 c,b 成 配 景 对 应 , 则 交 比 相 
等 , 即 


Ryiy yy 5m) = Rc X yc X yc X yc X m), 
R(z] ,zz ;X37n) = R(bX zi ,bX zs;b X zy,b Xn). 
故 RlcXyiscXycXy rc Xm)=ROXz ,LXz, bXz ,bXn). 
于 是 ccXyicXy ccXys Cc Xm) MADDOX Zz bX zs ,bX zs ,bXn). 
由 于 点 m,n,b,c 都 在 直线 后 上 , 即 cXm~5bXn 为 自 对 应 直线 ,因此 线束 6 与 线 东 c 成 
透视 映射 ,从 而 对 应 直线 的 交点 zx;(i 二 1,2,…) 在 一 条 直线 上 , 即 定理 得 证 . 


四 、Pappus 定理 


现在 来 介绍 一 个 古老 的 定理 Pappus 定理 . 这 一 定理 是 公元 前 3 世纪 由 古 希 腊 数 学 
家 Pappus 发 现 的 . 该 定理 最 初 被 理解 为 欧 氏 定理 ,但 由 于 其 内 容 只 涉及 点 线 的 结合 问题 , 因 
而 它 属于 射影 几 向 范畴 . 这 个 定理 提供 了 点 共 线 的 一 种 依据 . 
> 定理 3. 5(Pappus 定理 ) 设 直线 EX& ,x,y,zx 是 直线 & 上 相 异 
三 点 , x ,y ,x 是 直线 8 上 相 异 三 点 (图 2-11), 那 么 4 一 (yXz)X 
(y Xz) ,b=(zXzx) Xz Xr) ,c=(rXy )X(zXy) 三 点 共 线 . 
证 明 方法 1 如 图 2-11 所 示 , 记 w= (x Xy)X(zX xz)， 
v=(x Xz)X(yXz),t=(r Xy),C=(yXz’) ,再 令 w=éEXE. 
人 假设 x,y zyx，y ,zx 六 点 中 有 一 点 与 点 ww 重合 ,例如 工 二 w, 这 
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时 a,bsc 三 点 中 6 二 x ,c= 二 x ,显然 有 a,b,c 三 点 共 线 . 其 他 情况 类 似 可 得 a,6b,c 三 点 共 线 . 
假设 rz,y，zyz ,y ,zx 六 点 无 一 点 与 点 w 重合 ,这 时 有 
Lx ycyus ys) = E(x yz Use) VC (oa ,y,"), (3.5) 
所 以 
Ex ycsus yy) A (vasz yy). (3. 6) 
这 个 射影 映射 使 得 y 一 EgX& 映射 到 它 自 身 , 故 它 是 一 个 透视 映射 ,其 中 心 是 两 对 对 应 点 rm 
和 w,z' 连 线 的 交点 5. 所 以 ,对 应 点 cya 的 连 线 必 过 中 心 5, 即 a,b,c 三 点 共 线 . 
方法 2 令 di 二 EX&, 取 dE&,qdsE& (图 2-12). 以 didzds 为 坐标 三 点 形 ,并 任 取 不 在 
didzds 任 一 边 上 的 点 e 为 单位 点 建立 射影 坐标 系 . 因此 可 设 z,y,z,x',，y ,zx 各 点 的 坐标 为 
Zz(p,0,1), yg,0,51), zr,0,1), zp ,1,0), yq ;1,0), zr',1,0), 
此 处 p,q,r 相 异 ,p,q ,~ 也 相 异 . 分 别 计算 点 a,b,c 的 坐标 如 下 : 
zXy =[—1,g,p], zx Xxy=[1,—p',—g], 
yXz =[—1,r,g], y Xz= [1,—g,—r], 
zXz 一 [— 1,p’ ,rj， z Xzrz= [1,—r’, — pj， 


a= (gg —7rr’,g—r,g —r), 
b= (rr’— pp’sr— pr —gqg), 
c= (pp’ 一 gg ,pp—g,p —9q). 
故 a 十 b 十 c= 二 0, 即 a,b,c 线性 相关 ,从 而 a,b,c 三 点 共 线 . 

定理 3.5 中 点 a,b,c 所 在 的 这 条 直线 叫做 给 出 的 两 点 组 zx,y,z 和 zy，z 的 
Pappus 线 . 

Pappus 定理 是 Pascal 定理 ( 见 $ 3.3) 的 特殊 情形 ,所 以 有 时 也 叫做 Pascal 定理 . 这 条 
定理 在 射影 几何 中 有 重要 地 位 . 

Pappus 定理 的 图 中 有 9 个 点 和 9 条 直线 ,在 每 条 直线 上 有 3 个 点 ,过 每 个 点 有 3 条 直 
线 , 这 是 射影 几何 中 又 一 个 著名 的 构 形 . 如 果 从 9 条 直线 中 任 取 无 公共 点 的 两 条 直线 , 则 其 
上 含有 9 个 点 中 的 6 个 点 ,那么 其 余 3 点 必 在 一 条 直线 上 ,这 一 直线 就 是 前 面 6 个 点 的 某 顺 
序 下 的 Pappus 线 . . 

还 应 注意 的 是 ,两 组 点 并 没有 指定 什么 特殊 的 次 序 , 也 就 是 说 ,可 以 任意 加 以 规定 . 定理 


中 指定 了 两 点 组 为 | | ,总得 到 一条 Pappus 线 , 我 人 可 改变 其 中 一 组 点 的 排列 上 


序 ,例如 | > | ,网 可 依 定理 得 出 另 一条 Pappus 线 . 由 此 可 知 ,改变 两 直线 上 相 异 三 


之 
7 
> 
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点 的 顺序 ,可 构成 不 同 的 Pappus 线 共 6 条 . 因此 ,在 这 个 图 形 中 对 原 有 9 个 点 和 9 条 直线 来 

说 ,共有 6X9=54 条 直线 ,它们 都 可 以 是 其 中 6 点 的 Pappus 线 , 并 且 有 规律 地 分 布 着 . 这 些 

规律 建议 读者 自己 研究 . 

| 例 3 若 两 个 三 点 形 zyz 和 xz yz 中 无 一 个 顶点 在 另 一 三 点 形 的 边 上 , 且 三 点 形 xyzx 
和 <z yz“ 有 透视 中 心 u, 三 点 形 zyz 和 y zz 有 透视 中 心 w, 证 明 : 三 点 形 zyz 和 z“z'y 亦 有 

透视 中 心 . 


证 明 方法 1 由 题 设 可 知 ,两 个 三 点 组 C “) 分 别 在 


两 直线 上 (图 2-13), 故 有 一 Pappus 线 , 此 直线 过 下 列 三 点 : 

z= (rx Xv Xz Xu), y= (rxXv)X(yXw), 

w= (x Xz) XxX (yxXzr’). 
由 此 知 Zsy rw 三 点 共 线 ,所 以 XIXz ,yXz',zXy 三 直线 共 点 Ww 
方法 2 以 zyz 为 坐标 三 点 形 ,z,y,z 三 点 的 坐标 分 别 为 
X10,0), y(0,1,0), z(0,0,1). 

取 不 在 三 点 形 zyz 三 边 上 的 任意 一 点 e 为 单位 点 ,建立 射影 坐标 系 . 设 ~ ,y ,x 三 点 的 坐标 
分 别 为 


(zz yy ya ys), z (21 ,zo 23), 
由 此 可 以 计算 出 过 点 的 三 条 直线 的 坐标 分 别 为 
ZXz 一 [0， — zs ,ZX/], yxXy 至 [ys ,0， 一 六 ]， zXz 一 [一 zz ,z1 ,0]. 
此 三 条 直线 共 点 zx 的 充分 必要 条 件 是 


0 一 2s 
区 | 
一 z9 1 0 
即 
XIY3X1 = TIy1 2. (3.7) 


同 理 ,过 点 v 的 三 条 直线 的 坐标 分 别 为 
rrXy 一 [0， — ys,y2], yXz =[z,0,—z1],， zxzXzx = [一 x/ ,zi ,0]. 
此 三 条 直线 共 点 v 的 充分 必要 条 件 为 
工 1y 3 z3 一 和 1y3z1。 (3.8) 
由 (3.7),(3.8) 两 式 得 
3y1z2 一 工 ,y22Z2。 (3.9) 
三 条 直线 zXx ,yXz ,zXy 的 坐标 分 别 为 
tzXz =[0,—z,22], yXz = [zr,0,—z), zXy 一 [一 六, ,0]. 


因为 |zXz syXz ,zXy | 一 ziyiz 一 zysz2 而 由 (3.9) 式 知 Ziyy12z2 一 ziy2z2 一 0, 故 直线 
ZXz ,yxXz ,zXy 相交 于 一 点 ww, 即 三 点 形 zyz 和 zz'y 有 透视 中 心 ww. 


五 、 完全 四 点 形 与 完全 四 线形 


定义 3.3 射影 平面 P 无 三 点 共 线 的 四 点 a,6,c,d 及 其 中 每 两 点 连 成 的 直线 ( 共 六 条 ) 所 
组 成 的 图 形 叫 做 完全 四 点 形 (图 2-14). 这 四 个 点 叫做 完全 四 点 形 的 项 点 ;六 条 直线 叫做 完全 四 
点 形 的 边 ;不 过 同一 顶点 的 两 条 边 叫 做 对 边 ; 六 条 边 分 成 三 对 对 
边 ,; 即 aX565 与 cXd,aXc 与 6Xd,aXd 与 bXc, 每 一 对 对 边 的 交 
点 叫做 对 边 点 ,; 即 n= 二 (aXb)X(eXd),m= (aXd)X (bXo), 
! 一 (aXc)XCXqd) 为 对 边 点 ;连接 对 边 点 的 直线 mmXn,nX1， 
im 叫做 对 边线 ;以 对 边 点 为 顶点 的 三 点 形 imn 叫做 对 边 三 
点 形 . 

对 偶 地 ,我 们 有 如 下 完全 四 线形 的 定义 : 

图 2:14 定义 3.4 射影 平面 P: 上 无 三 线 共 点 的 四 直线 a,B,7,6 

及 其 中 每 两 条 直线 的 交点 ( 共 六 个 ) 所 组 成 的 图 形 叫 做 完全 四 线形 (图 2-15). 这 四 条 直线 叫 
做 完全 四 线形 的 边 ; 六 个 点 叫做 完全 四 线形 的 顶点 ;不 在 同一 条 边 上 的 两 个 顶点 叫做 对 项 
点 ; 六 个 顶点 分 成 三 对 , 即 aXp 与 YX6,aXyY 与 8X6,aX6 与 BXy, 每 一 对 对 顶点 的 连 线 叫 
做 对 项 线 , 即 = (aXy)X(BX6),y 一 (aXP)X(yX6),t 二 (aX65)X(B8XY) 为 对 顶 线 ; 三 条 对 
顶 线 所 组 成 的 三 线形 &yl 叫做 对 项 三 线形 . 


图 2-15 


完全 四 点 形 具 有 以 下 调和 性 质 : 

定理 3.6 在 完全 四 点 形 的 每 条 对 边线 上 的 两 个 对 边 点 (如 m 和 nn) 和 这 条 对 边线 与 过 
第 三 个 对 边 点 (如 四 的 一 对 对 边 的 两 个 交点 (如 f,g) 组 成 调和 点 列 ( 图 2-16). 

证 明 设 i,m,n 是 完全 四 点 形 abcd 的 对 边 点 (图 2-16), 令 E 二 mXn,y 王 a Xe， 
f/f 二 (5X4d)Xée,g 一 7yX&. 我 们 只 和 需 证 明 m,n,f,g 组 成 调和 点 列 即 可 . 为 此 考查 直线 上 上 四 
个 点 m,n,f,g 的 交 比 . 


， 


$2.3 透视 映射 
工 工 
因为 é(mn,f,g) 人 narc lg) En,m, fg) ,所 以 a 
EC fg8) 人 ^Eln,m,f,g), (3. 10) 
从 而 
es 
Rm,n;f,g) = R(n,m;f,g) ROm,n; fg) (3. 11) 


这 里 RCm,n;f,g) 关 0, 否 则 mm 一 了 ,于 是 a,b,c,d 四 点 共 线 ,与 完全 四 点 形 的 定义 矛盾 . 因 
此 ,由 上 式 得 RCm,n;f,g) 二 土 1. 可 是 RCm,n;f,g) 关 1( 否 则 f~g, 也 导 a,b,c,d 四 点 共 
线 ) ,所 以 必 有 
Rl(m,n;f,g) 一 一 1， (3. 12) 

即 m,n,f,g 组 成 调和 点 列 . 

由 定理 3. 6 容易 得 出 如 下 推论 : 

推论 1 在 完全 四 点 形 的 每 条 边 上 的 两 个 顶点 (如 a,c) 和 其 上 的 对 边 点 (如 站 以 及 这 条 
边 与 过 另 两 个 对 边 点 (如 m,n) 的 对 边线 的 交点 (如 g) 组 成 调和 点 列 . 

推论 2 完全 四 点 形 的 两 条 对 边 被 过 这 两 对 边 交 点 的 两 条 对 边线 调和 分 隔 . 

对 偶 地 ,可 以 得 到 完全 四 线形 的 一 些 调和 性 质 ,建议 读者 自己 完成 

例 4 已 知 直线 & 上 的 y,z,u 三 点 , 求 作 第 四 调和 点 . 

解 ” 作 法 如 下 : 

(1) 过 点 y 任 作 两 直线 7,5 (图 2-17) ,再 过 点 zx 任 作 一 直线 op 与 前 面 的 两 直线 分 别 相 
交 于 点 忆 ,i. 

(2) 连接 z,t, 记 点 5 二 (yXw)X(zX) ;连接 xz,w, 记 点 7 二 (zXw)X(yX2)， 

(3) 设 直线 ;Xr 交 直 线 & 于 点 v, 则 点 v 即 为 所 求 . 

证 明 留 给 读者 完成 . 


图 2-17 图 2-18 


例 5 已 知 射影 平面 P* 上 相 异 两 直线 a,B8 及 不 在 直线 a,8 上 的 一 点 /由 于 某 种 原因 ， 
直线 a 和 有 的 交点 不 能 达到 . 试 从 点 f 引 一 条 直线 ,使 之 过 a 和 8 的 交点 (图 2-18). 
解 ” 作 法 如 下 : 过 点 f 任 作 一 直线 4, 设 有一 &Xa,l 二 EX PB; 再 作 点 &:l,f 的 第 四 调和 点 
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g (其 作法 如 例 3) ,并 过 点 & 任 作 一 直线 7y, 设 a=7Xa,p=7Xp,c 一 (eX1DX(OXA)， 那 么 
了 Xc 便 是 所 求 直线 . 
证 明 留 给 读者 完成 . 


六 . 直线 (线束 ) 上 的 射影 变换 


射影 变换 是 一 种 特殊 的 射影 映射 ,因此 它 必 然 具 有 自身 的 特殊 性 . 下 面 我 们 来 讨论 这 种 

1. 透视 映射 与 射影 变换 

定理 3.7 直线 上 上 的 射影 变换 总 可 以 表示 为 两 个 或 三 个 透视 映射 之 积 . 

证 明 设 65: 6zyz Aeroyz，…)( 图 2-19). 在 射影 平面 P: 上 任 取 一 条 异 
于 直线 的 直线 &1 ,并 取 不 在 直线 和 &1 上 的 任 一 点 a; 以 点 a 为 透视 中 心 , 作 直线 到 &1 上 
的 透视 映射 

Di: E(xr,y,z,*") & (Ziyyiyzl mw)， 

于 是 有 BD :SCzhz) 和 EC yz 
所 以 B=@B8. 

车 多 是 透视 映射 (图 2-19(a)), 则 已 得 出 @ 是 两 个 透视 影射 之 积 . 

若 @ 为 非 透视 射影 映射 ,由 定理 3. 3 知 , @ 可 表示 为 两 个 透视 映射 之 积 6:@s 
(图 2-19(b)), 其 中 

Dy: Ti yi Zi) 二 ET sy2 Zi ), 


DD,: & (zyyz ?之 j 0 六 ECz yy 92 se ). 
故 有 D= DD, D;. 


图 2-19 


定理 3.7 的 对 偶 定 理 如 下 
定理 3.8 线束 上 的 射影 变换 总 可 以 表示 为 两 个 或 三 个 线束 上 的 透视 映射 之 积 . 


党 
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2. 射影 变换 的 类 型 
设 更 是 直线 6 上 的 射影 变换 ,一 般 来 说 ,直线 & 上 的 一 个 点 x 与 它 的 像 点 xz’ 二 BC(z) 是 不 
同 的 . 若 x 一 B(x) ~x, 我 们 就 把 这 样 的 点 x 叫做 射影 变换 下 的 不 动 点 或 二 重点 . 
| 从 定理 3.7 的 证 明 中 看 出 ,图 2-19C(a) 中 的 ww 和 w 是 自 对 应 点 , 即 不 动 点 或 二 重点 . 二 重 
点 是 射影 变换 中 的 特殊 点 ,根据 它 可 以 对 射影 变换 进行 分 类 . 我 们 知道 ,一 维 射影 变换 由 三 
对 对 应 点 唯一 确定 , 若 有 三 个 二 重点 ,那么 这 个 变换 便 是 恒 等 变 换 . 因此 , 非 恒 等 的 一 维 射影 
变换 只 能 有 两 个 二 重点 或 一 个 二 重点 ,或 者 没有 二 重点 . 现在 我 们 根据 变换 的 表达 式 来 讨 
论 . 直线 到 自身 上 的 射影 变换 的 表达 式 和 直线 & 到 & 上 的 射影 映射 表达 式 是 一 致 的 , 即 
l 估 = auAl 十 Qizhz， 
paz = anAhi QAhs, 
只 是 点 zC ,42) 和 它 的 对 应 点 zf ) 在 同一 直线 上 而 已 . 
在 射影 变换 oT ,假设 Z(iyhz) 是 二 重点 ， 即 点 (Ai az) 在 下 的 像 点 为 (oh » OA2 ) ;代入 
(3. 13) 式 即 得 


Ul Cl12 


天 0， (3.13) 


G21 4d22 


Ul Ql2 


一 QauAl 十 aizhz， 二 0， 
042 一 adzAl 二 dzsAs， U21  Q22 | 
即 
(all 一 DO) 十 ah 一 0， a a 
| 11 .AI 12 人 2 11 12 六 0， (3.14) 
CQ21 人 1 十 (az2 — pO)A2 二 0， Qz1 Qo22 


于 是 @ 存 在 二 重点 (XU ,hs) 一 一 即 方程 组 (3. 14) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 


Qi 一 a 
ee =o (3. 15) 
C21 dz 0p 
上 式 展 开 得 (al DO) (aaz D) aiza2i 一 0, 即 
py 一 《al 十 azz)o 十 aila2z 一 alzaal 一 0. (3.16) 


这 是 关于 po 的 二 次 方程 . 
同时 ,如 果 从 (3. 14) 式 消去 o, 即 得 到 
aziA? 有 ( a22 — Ql AiA2 es al 0 


若 入 闫 0, 此 式 可 化 为 关于 的 二 次 方程 


2 
12 (1) 十 (as 一 Cu) a 一 0. (3. 17) 

方程 (3. 17) 和 方程 63. 16) 的 判别 式 都 是 
A 一 (ai 一 azz) ?十 4alzazl， (3. 18) 


故 可 按照 A 的 值 来 判定 二 重点 的 个 数 . 若 B 关 1, 可 按 二 重点 的 个 数 把 直线 & 上 的 射影 变换 
分 类 如 下 ，: 


(1) 当 A<0 时 ,$ 没有 实 的 二 重点 ,这 样 的 射影 变换 B 叫做 椭圆 型 射影 变换 ，; 
(2) 当 A 之 0 时 ,@ 有 两 个 不 同 的 二 重点 ,这 样 的 射影 变换 叫做 双 曲 型 射影 变换 ; 
(3) 当 A=0 时,@ 只 有 一 个 二 重点 ,这 样 的 射影 变换 @ 叫做 抛物 型 射影 变换 . 


关于 二 重点 的 问题 也 可 用 非 齐 次 坐标 来 讨论 . 令 外 一 41 人 一, 由 (3. 13) 式 得 到 
2 
/ QI1 从 十 ai Qil Ql2 
站 0. 3. 19 
2 Qz1A 十 a22 Q21 dad22 国 


车) 一 ,那么 1 便 是 二 重点 的 坐标 ,由 此 可 以 导出 
aa172 十 (azz St )A a 0， 
其 判别 式 A 与 方程 (3. 16) ,(3. 17) 的 判别 式 一 致 . 


3. 射影 变换 的 作 图 

我 们 知道 ,直线 上 上 的 射影 变换 更 由 相 异 的 三 对 对 应 点 唯一 确定 . 因此 ,给 出 三 对 对 应 
点 可 以 作出 其 他 任 一 点 的 对 应 点 . 若 三 对 对 应 点 有 一 对 重合 时 , 设 已 知 二 重点 v 及 两 对 非 
重 的 对 应 点 x ,x 和 yy,y , 则 可 按 如 下 方法 作出 直线 & 上任 一 点 z 的 对 应 点 x : 

(1) 过 二 重点 v 任 作 一 直线 $4。X&, 在 直线 名 上任 取 异 于 点 v 的 两 点 xo ,yo; 

(2) 作 点 8 一 ( 工 Xzo)X(yXyo) 8 = (x Xz) XCy X yo); 

(3) 作 点 zo 二 XX(gXz),z 二 EX(g' Xzo), 则 点 xz 即 为 所 求 的 点 (图 2-20(a) ). 

事实 上 ,由 于 


发 河 
D1: EC(UsT Ys, ) 信 6(zyzo ?yo :Zo 0 


也 
D,: 名 (mo sy Yo 9， 之 0 »***) 入 EC yy 2 se), 


故 B= 二 @B@: Ev ,ry yz ) EV TY 2 )， 所 以 z = 二 B(z), 


图 2-20 
由 作 图 知 ,w= 二 (gXg’)Xée 也 是 甸 的 一 个 二 重点 . 


当 wXv 时 (图 2-20(a)),@ 有 两 个 二 重点 v,w, 故 是 双 曲 型 射影 变换 . 
当 w~v 时 (图 2-20(b)), 下 只 有 一 个 二 重点 一 记 , 故 理 是 抛物 型 射影 变换 . 


$2.3 ”透视 映射 


类 似 地 ,可 讨论 有 两 对 重合 点 的 作 图 情况 ,建议 读者 自己 完成 (见习 题 2.3 第 8 题 ). 

对 于 给 出 三 对 非 重合 对 应 点 的 情况 ,可 根据 定理 3.7 的 证 明 ,将 其 分 解 为 两 个 或 三 个 透 
视 映射 之 积 , 进 而 作出 任 一 点 的 对 应 点 . 

从 上 面 作 图 得 知 ,定理 3.7 可 以 叙述 为 : 

定理 3.9 直线 上 的 双 曲 型 射影 变换 和 抛物 型 射影 变换 均 可 表示 为 两 个 透视 映射 
之 积 . 

定理 3.10 直线 & 上 的 椭圆 型 射影 变换 可 表示 为 三 个 透视 映射 之 积 . 

证 明 用 反 证 法 . 由 于 直线 上 的 射影 变换 可 表示 为 两 个 或 三 个 透视 映射 之 积 , 故 设 直线 
上 上 的 椭圆 型 射影 变换 表示 为 两 个 透视 映射 之 积 : $= 二 @,B; ,其 中 

BD: EA6, Br: ho 信 &. 

于 是 EX& 为 更 的 二 重点 ,也 是 @, 的 二 重点 ,从 而 也 是 B 二 BB 的 二 重点 . 这 与 @ 是 椭圆 
型 射影 变换 矛盾 . 由 此 可 知 ,椭圆 型 射影 变换 一 定 能 表示 为 三 个 透视 映射 之 积 . 


4. 双 曲 型 射影 变换 的 性 质 
定理 3.11 设 wz 是 直线 上 上 的 双 曲 型 射影 变换 更 的 两 个 二 重点 , 则 对 于 直线 上 蜡 
于 xm 的 任 一 点 工 , 总 有 
R(u,v;r, B(x)) = k, (3. 20) 
其 中 是 一 个 与 @ 有 关 , 而 与 点 xz 选取 无 关 的 实 常 数 . 
证 明 设 直线 & 上 任意 两 个 异 于 点 u,v 的 点 xz,y 的 像 点 分 别 是 zx',y .由 于 下 保持 交 比 
不 变 , 所 以 


学 
Rlusvizrsy) = R(u,v;z’ sy )， 即 rah | [oy | ， 
[zl lay vr lu,y | 
从 而 
(uz) Nor | uyl' lv,y | 2 
7 二 rr RO(u,v;yrz,x ) = Ru,v;ysy ) = 上. 
[zl az zy ay 


由 zy 的 任意 性 得 知 定理 的 结论 成 立 . 
定理 3. 11 中 的 实 常数 & 叫做 双 曲 型 射影 变换 @ 的 特征 不 变量 . 


习 题 2.3 


1. 不 用 对 偶 原 理 , 直 接 证 明 如 下 结论 : 若 线 束 xz 到 x 上 的 射影 映射 使 得 两 线 东 的 公共 
直线 z+ Xz 映射 到 自身 , 则 这 个 射影 映射 是 线束 xz 到 xz 的 透视 映射 . 
2. 写 出 Pappus 定理 的 对 偶 定理 ,并 直接 证 明 它 (不 用 对 偶 原 理 ). 
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3. 试 分 解 射影 变换 ECz,yz,t…) 和 ztzy，) 为 透视 映射 之 积 . 
oli 一 2 十 5 ， 
PAs = 2A1 一)2 

5. 求证 : 直线 《上 一 个 射影 变换 @ 把 相 蜡 点 a ,6,c,d 分 别 变 为 点 5,4a,c,d 的 充分 必要 
条 件 是 R(a,b;c,d) 二 一 1. 

6. 试 求 直线 & 上 一 个 抛物 型 射影 变换 @ 的 表达 式 , 使 得 已 知 点 (2,1) 是 @ 的 一 个 二 重 
点 ,而 且 钙 把 点 (2,3) 变 为 点 (1,0). 

7. 作出 图 2-20(a) ,(b) 的 对 偶 图 形 . 

8. 给 出 直线 上 的 双 曲 型 射影 变换 更 的 两 个 二 重点 ,vv 和 一 对 对 应 点 z,x ,用 直 尺 作 
出 直线 上 上 任意 一 点 y 的 对 应 点 . 


4， 试 求 直线 6 上 的 射影 变换 更 : 的 二 重点 ， 


$2.4 对 合 变换 


对 合 变换 是 直线 上 上 的 一 种 特殊 的 一 维 射影 变换 , 它 是 一 维 射 影 变换 中 最 基本 的 变换 ， 
对 研究 射影 变换 起 到 重要 的 作用 . 


一 、 对 合 的 定义 - 


如 果 多 是 直线 & 上 的 射影 变换 ,z 是 直线 上 上 的 任 一 点 , 它 的 对 应 点 为 x 二 B(x) ,那么 
可 能 出 现 两 种 情况 : 若 z ~zx, 则 @ 是 恒 等 变 换 ; 若 xz' Xz, 则 GB 考 1. 在 后 一 种 情况 中 ,一 般 来 
说 应 有 z= 二 BCz')Xz, 但 也 有 可 能 x 二 BCr )~z, 即 @(B(zx))= 二 xz, 或 者 说 是 $= 了 .本 节 就 
来 讨论 直线 & 上 这 种 特殊 的 射影 变换 一 一 对 合 变换 . 

定义 4.1 如 果 直 线 & 上 的 射影 变换 不 是 恒 等 变换 : B 取 1, 但 它 的 平方 却 是 恒 等 变 
换 : 8B 二 1, 则 这 种 射影 变换 叫做 直线 & 上 的 对 合 变换 (简称 对 合 ). 

显然 ,在 欧 氏 几何 中 , 欧 氏 直线 上 的 中 心 对 称 变换 、 欧 氏 平面 上 的 中 心 对 称 和 轴 对 称 变 
换 都 属于 对 合 变 换 . 

现在 来 看 几 个 射影 几何 中 对 合 变 换 的 例子 . 例如 ,对 于 直线 上 上 的 变换 
A 二 


We 
As 二 A,， 


0 
二 一 1 关 0, 所 以 多 是 直线 上 上 的 射影 变换 ,而 且 B 关 1. 但 是 


0 | 
—1 01[-1 0 
0 1JL 01 0 1 


$2.4 对 合 变换 量 


XA 


因此 名 是 直线 6 上 的 一 个 对 合 变换 .同样 2: | 


也 是 直线 上 的 一 个 对 合 变换 . 但 


向 i 
是 :|'，_。 “” 却 不 是 对 合 变换 ,而 是 恒 等 变换 


由 对 合 变 换 的 定义 可 得 到 如 下 结论 : 

结论 1 直线 E 上 任意 一 个 对 合 变换 下 的 道 变换 “就 是 其 本 身 . 

事实 上 ,65 王 GT 一 G(G6G-) 一 (GG)G 一 TG 一 G !. 

因为 由 @:==1 便 有 名 ==@B ,反之 亦 成 立 , 故 上 面 对 合 变换 的 定义 也 可 叙述 为 : 如 果 直 
线 & 上 的 射影 变换 @ 关 1, 且 B= 二 @ , 则 更 叫做 直线 上 上 的 对 合 变换 . 

结论 2 直线 & 上 的 任意 一 个 对 合 变 换 与 恒 等 变 换 T 组 成 的 集合 {BB,1T} 构 成 一 个 群 ， 
它 是 一 个 交换 群 . 


二 . 对 合 变换 的 确定 


1， 对 合 变换 的 表达 式 
定理 4.1 设 直线 上 上 的 射影 变换 表达 式 为 


人 al 十 alizMz， al Ul 0， (4.1) 
pAz2 = QziAl 十 azzAs， dz CQ22 
则 @ 为 对 合 变 换 的 充分 必要 条 件 是 
all 十 az es 0, (4. 2) 
和 a 12 
证 明 由 于 @ 一 | | ,因此 
U21 U22 
pr | CQ12 | | am 十 aizaal QIIC12 we 
Uz] 22 QiiQ21 十 a21 Qa22 Q12 21 十 aa 
若 @? 二 1, 则 有 
am 十 aizasl 一 Ql2G31 十 az ?9 (4.3) 
aila2l 十 aziaaz 一 daa 十 alizazz 一 0. (4. 4) 


由 (4. 3) 式 得 oh = 二 a ,从 而 
(an — azz) (an a2) = 0. 
由 (4. 4) 式 得 
ai (all 十 azz) 一 Qiz(an 十 azz) = 0. 
必要 性 设 56 为 对 合 变换 . 若 aa 十 az 天 0, 则 必 有 aa 一 az 一 0, 即 au 一 az ,同时 可 以 推 
得 az 王 is 一 0. 这 时 B 二 1, 与 为 对 合 变 换 予 盾 . 因此 , 若 @ 为 对 合 变换 , 则 必 有 
alil 十 az 一 0. 
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充分 性 看 Ci 十 aazz 一 0, 则 Ql 4d22. 代入 (4. 3),(4. 4) 两 式 都 成 立 ,; 故 有 
k 0 
0 一 |。 ，|， 其 中 为 实 常 数 . 
上 式 中 & 取 0, 否 则 更 为 零 矩阵 . 对 于 直线 <E 上 任 一 点 工 , 有 


B(x) 一 | 关 &Z 一 并 
故 更 为 对 合 变换 . 
从 上 面 的 定理 可 知 , 对 合 变换 更 的 表达 式 为 
pA = anAl 二 auzAz， 


pAz 一 QaziAi 一 QIllA2， 


2. 对 合 变换 中 的 对 应 点 

定理 4.2 对 合 变 换 $$ 交换 每 对 对 应 点 , 即 : 车 B: 一, 则 Bx 一 工 

证 明 由 于 对 合 变换 更 具有 性 质 更 一色 ' ,所 以 对 于 对 合 变 换 BB 下 的 任 一 对 对 应 点 工 ， 
ZX 二 (zx), 总 有 Xx 二 BB !'(x’), 即 x 二 B(x ), 也 就 是 


- ’ 
BD: TI,T LL. 


中 天 0. (4.5) 


故 对 合 变换 交换 每 对 对 应 点 ， 

定理 4.3 ”如果 直 线 & 上 的 射影 变换 @ 交换 一 对 非 重 合 的 对 应 点 , 即 直线 在 上 上 存在 两 
个 不 同 的 点 u,v, 使 得 B(u) 一 v,@(v) 一 u, 那 么 是 直线 & 上 的 对 合 变 换 . 

证 明 由 u,v 是 不 同 的 点 : @(u) 二 vu, 知 @B 关 I 设 w 是 直线 & 上 任 一 点 ,有 
GB(w) 一 w .这 样 一 来 ,在 变换 多 下 ,直线 & 上 4,v,w,w 四 点 分 别 变 为 v ,uyw ,BCw ) 四 点 . 
根据 射影 变换 保持 共 线 四 点 的 交 比 不 变 , 并 运用 交 比 的 性 质 , 有 

Rusvyww’) = Rvsu;w ,Bw )) = R(u,v; Bw ) ,rw’), 
于 是 w=B(w)=BB(w)) = (w). 
由 w 的 任意 性 , 即 得 @B* 二 1 故 四 为 直线 & 上 的 对 合 变 换 . 


3， 对 合 变换 的 确定 

定理 4.4 两 对 对 应 点 唯一 确定 直线 上 上 的 一 个 对 合 变换 . . 

证 明 下 面 就 两 对 对 应 点 中 至 少 有 一 对 非 重合 的 情况 进行 证 明 , 至 于 两 对 对 应 点 都 重 
合 的 情况 由 本 节 定 理 4.7 给 出 . 

设 在 直线 上 上 给 定 相 异 三 点 z,y,zx, 再 在 直线 上 上 取 点 ,满足 wxz,y. 只 要 证 明 在 直线 
上 上 恰 有 一 个 对 合 变换 更 ,使 得 y 一 B(x),v 一 @B(w) 即 可 . 

我 们 知道 , 必 存 在 唯一 确定 的 射影 变换 多 ,使 得 点 z,y,u 分 别 变 为 点 y,z,z. 在 变换 更 
下 交换 了 一 对 对 应 点 工 ,y, 即 y= 二 @B(x) ,x 二 @(y), 所 以 由 定理 4.3 知 ,$B 是 对 合 变换 . 这 就 证 
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明了 存在 性 . 
再 证 唯一 性 . 着 还 有 一 个 对 合 变 换 B ,使 得 y 一 (zx) ,v= (ww) ,这 样 多 也 使 得 点 ,ysu 
分 别 变 为 点 y,z,v, 于 是 变换 多 和 BB 有 三 对 相同 的 对 应 点 . 所 以 B 一 @, 即 变换 是 唯一 的 . 


三 、 对 合 变换 与 射影 变换 


定理 4.5 直线 上 上 非 对 合 变换 的 任意 一 个 射影 变换 更 可 表示 为 两 个 对 合 变换 之 积 . 
证 明 车 B= 了 , 则 对 于 任意 一 个 对 合 变 换 ,都 有 
BD =1I=6@. 
故 定理 成 立 . 
车 B 关 1, 且 @ 也 不 是 对 合 变 换 , 则 直线 上 至 少 有 一 点 a, 它 既 不 是 二 重点 ,也 不 与 它 的 
像 点 a’ 成 彼此 对 应 , 即 a = 二 @B(a)Xa, 且 a = 二 Bl(a’)Xaya’. 令 a 二 (a ), 那 么 


DB: Elasa’ sa se) NAEla ,a ai) (4. 6) 
我 们 可 以 在 直线 上 用 三 对 对 应 点 确定 一 个 射影 变换 : 


BD: él(asa’ sa ,so)AE(a a’ ya, ). (4.7) 
因为 a,a 成 彼此 对 应 ,所 以 B 是 对 合 变 换 . 人 
由 于 “一 @(a) ,而 且 wa = 二 Bi (a ), 所 以 有 
. a’ = BB(a)) = Ba). 
又 由 a 一 @(a’), 而 且 a 一 Bi(a”), 有 
a= $B(a’)) = BGla’), 
即 B1@ 使 得 a ,a 也 成 彼此 对 应 ,所 以 B1$ 也 是 一 个 对 合 变 换 . 设 这 个 对 合 变换 为 B,，, 即 
@, 一 @1$ ,那么 
@B,: Ea’ sa’ aa) 和 ea wa) (4.8) 
由 此 得 到 @==@, 9,. 
综 上 可 知 ,射影 变换 @ 必 可 表示 为 两 对 合 变 换 之 积 . 


四 、 对 合 变换 的 类 型 


类 似 于 讨论 射影 变换 类 型 的 问题 ,我 们 也 从 对 合 变换 的 二 重点 人 手 讨 论 其 类 型 ,不 过 要 
注意 对 合 变换 的 二 重点 与 射影 变换 的 二 重点 有 所 不 同 . 
直线 上 上 的 射影 变换 
ph 一 an 十 azhz， 
[p44 = an 十 azzha， 
为 对 合 变换 的 条 件 是 au 十 az 二 0, 把 它 代 入 判别 式 (3.15) 则 有 


A= (an 一 Qa22 )7 十 4alzasl 一 4af 十 4alzasi 


天 0 (4.9) 


p 
dz1 G22 
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一 一 4atass 十 4aizaal 一 一 4(aiaszs — a12a21) 
Ql CQ12 
一 一 4 = 一 4|ax| 关 0. (4. 10) 
C21 a22 


这 就 是 说 ,着 是 对 合 变换 , 则 A 隆 0( 所 以 直线 & 上 没有 抛物 型 的 对 合 变 换 ). 因此 ,我 们 有 
如 下 关于 对 合 变换 的 分 类 : 

(1) 当 A>>0, 即 |ai| 过 0 时 , 有 两 个 二 重点 ,这 样 的 对 合 变 换 叫做 双 曲 型 对 合 变换 ; 

(2) 当 A<0, 即 |ai| >>0 时 ,@ 没 有 二 重点 ,这 样 的 对 合 变 换 名 叫做 椭圆 型 对 合 交换 . 

前 面 在 32.3 中 的 定理 3. 11 讲 到 , 双 曲 型 射影 变换 中 有 两 个 二 重点 u,v, 且 对 于 直线 & 
上 蜡 于 wz 的 任意 点 工 , 总 有 

R(u,v;rx, Br)) = k. (4.11) 

那么 在 对 合 变 换 下 这 个 常数 有 有 何 特色 性 呢 ? 对 此 我 们 有 如 下 定理 : 

定理 4.6 直线 上 上 的 双 曲 型 对 合 变换 瑟 的 两 个 二 重点 ,wv 调和 分 隔 其 他 每 对 对 应 点 . 

证 明 设 w,v 是 双 曲 型 对 合 变 换 @$ 的 两 个 二 重点 , z 是 直线 上 上 异 于 u,v 的 任意 点 .由 
于 使 得 点 &,v,zT,@B(z) 分 别 变 为 点 u,v,@(X) ,x, 所 以 


Ru,v;rt, Br)) = R(usv; Br),7x) = 1 


Ruyv;r, BT)) 

于 是 [R(w， vx, GZz)) =1,P RCOu,v;rx, BI))= ++t1. 若 RO(u,v;x, SB(r))=1, 则 

工 一 (7X) ,因而 变换 下 有 ww,v,x 三 个 二 重点 , 即 B= 了 .但 为 对 合 变 换 , 即 @B 关 1, 所 以 
Rlu,v;zr, Bz) ) 一 一 1. (4. 12) 


故 定理 得 证 . 

根据 这 个 定理 ,可 以 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 4.7 直线 上 的 双 曲 型 对 合 变换 更 由 它 的 两 个 二 重点 完全 确定 . 

事实 上 ,由 于 给 出 了 直线 上 的 双 曲 型 对 合 变 换 @ 的 两 个 二 重点 u,v, 对 于 直线 & 上 异 
于 u,v 的 任意 点 x ,直线 & 上 三 点 u,v,xz 的 第 四 调和 点 zx’ 就 是 唯一 确定 的 . 由 定理 4.6 知 xz 
就 是 点 z 在 对 合 变 换 下 的 像 点 : x 一 @(z), 故 对 合 变换 @ 被 完全 确定 . 

例 1 试 证 : 直线 上 上 的 双 曲 型 对 合 变换 的 任意 两 对 对 应 点 互相 不 分 隔 . 

证 明 设 y,z 和 wu,v 是 双 曲 型 对 合 变 换 的 任意 两 对 对 应 点 ,而 m,n 为 二 重点 ,那么 由 
(4.12) 式 知 RCmyn;y,z)= 二 一 1,R(m,n;yus,v) 二 一 1. 

以 m,n 为 基础 点 , 任 选 一 单位 点 ,在 直线 & 上 建立 射影 坐标 系 . 如 果 在 此 坐标 系 下 有 

y=Am+An, = pm pn, 

则 有 z= 如 m 一 A2n,v 二 ppm 一 pzn. 于 是 


$2.4 对 合 变 换 | 
Ai A2 Ali 一 人 2 
R(y,z;usv) = [yu 2 | | 一 A RE 一 ipe 一 02 
| =,z|。 |y,v| AM —Az Ai 人 2 (Alipa 二 A242) 
有 | 2 LI 2 
所 以 yz 一 zt。 


例 2 设 直线 上 有 相 异 四 点 y,z,xyz, 且 yz 一 xy 试 证 : 由 y,z 和 zz 两 对 对 应 点 
所 确定 的 对 合 变 换 @ 是 双 曲 型 的 . 
证 明 在 直线 上 上 以 >,z'z 为 参考 点 建立 射影 坐标 系 ,它们 的 坐标 依次 是 (1,0),(0,1)， 


(1,1). 设 点 vv 的 坐标 为 (wi ,vs). 由 y;z 一 u,v 应 有 R(y,z;usv) 一 了 >>0, 因 此 mt 的 符号 相 
同 . 再 利用 两 对 彼此 对 应 的 点 对 (1,0),(0,1) 和 (1,1), (wi ,vs) 确 定 直 线 & 上 的 对 合 变 换 @ 的 
表达 式 : 

> va ， 

p42 二 VsAl. 


0 让 a 
因为 A=—4|ai|=—4 - [4am>0, 所 以 对 信安 换 是 双 则 到 的 


1 
Us 0 


五 、Desargues 对 合 定理 


定理 4. 8(Desargues 对 合 定理 ) 在 射影 平面 上 任意 不 过 完全 四 点 形 顶 点 的 一 条 直线 与 
完全 四 点 形 三 组 对 边 的 交点 ,是 该 直线 上 一 个 对 合 变换 的 三 对 对 应 点 . 

证 明 如 图 2-21 所 示 , 设 任 一 直线 o 分 别 交 完 全 四 点 形 abcd 的 三 对 对 边 & 和 ,7 和 
7 心 和 于 点 z 和 zx ,y 和 y ,z 和 x’, 要 证 明 存 在 直线 co 上 的 一 
个 对 合 变 换 多 ,使 得 

z = Br), yy = Bly), z 一 6(z)， 
不 妨 设 xxz. 因为 
Gz sy ) EEX OP yy 
所 以 RGrzriyz) 一 RCzyziz yy ) 一 RCz ziy xz ). 7 
因此 存在 直线 "上 的 一 个 射影 变换 @, 使 得 点 ,x ,y,z 分 别 变 为 点 让 
X,Yz ,由 于 变换 交换 一 对 非 重合 对 应 点 z,z ,所 以 瑟 是 直线 c 上 的 一 个 对 合 变换 , 且 使 得 
x’ = Bz), y = By), x = Bz). 

对 偶 地 ,我 们 可 以 得 到 线束 上 的 射影 变换 和 对 合 变 换 相应 的 一 切 结论 . 作为 例子 ,只 举 
出 定理 4.8 的 对 偶 定理 ,其 余 由 读者 自己 完成 . 

定理 4. 9(Desargues 对 合 定理 ) ”在 射影 平面 上 任意 不 在 完全 四 线形 边 上 的 一 点 与 完全 
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四 线形 三 组 对 顶点 的 连 线 , 是 以 该 点 为 中 心 的 线束 上 一 个 对 合 变换 的 三 对 对 应 直线 . 

如 图 2-22 所 示 , 设 任 一 点 s 与 交 完 全 四 线形 aby8 的 三 组 对 顶点 xz 和 x ,y 和 yy ,z 和 xz 
的 连 线 分 别 为 和 & ,wy 和 ww,t 和 《 ,定理 4.9 即 要 证 明 ; 存在 线束 * 上 的 一 个 对 合 变换 虽 ， 
使 得 ¢=8@(€), y=8y), C=8(0). 


图 2-22 图 2-23 


例 3 设 直 线 & 上 由 两 对 对 应 点 a ,a 和 6,6 确定 的 对 合 变 换 为 , 求 作 对 合 变换 多 下 点 
c 的 对 应 点 < . 

解 过 点 aa 分 别 作 任意 直线 cx ,过 点 c 作 直线 5. 设 n 一 EXa,l 一 EXa ,k=(bXL) Xa,m= 
(5 Xn) Xa ,sc 二 (mXk) XE&, 那 么 c 就 是 所 求 作 的 点 (图 2-23). 

事实 上 ,a 和 a ,5 和 b,c 和 c 是 完全 四 点 形 kimn 三 对 对 边 与 直线 & 的 交点 ,所 以 它们 
是 某 个 对 合 变换 的 三 对 对 应 点 .由 对 合 变换 的 唯一 性 ,这 一 对 合 变换 就 是 对 合 变 换 @B. 故 c 
是 对 合 变换 劝 下 点 c 的 对 应 点 . 


习 题 2.4 


1. 试 从 两 对 对 应 点 <(1,0),y(1,0) 和 zx(1,1)，zv(1, 一 1) 确 定 一 个 对 合 变换 更, 并 判定 
是 属于 什么 类 型 . 
2， 试 判定 下 列 对 合 变换 属于 什么 类 型 . 若 属 于 双 曲 型 , 求 出 其 二 重点 . 


oz 一 2zz 十 zz， 一 2zxz 一 3zy。 


oz 

(2) 
pTs 一 Xi 一 27zaj; pz 一 5Z1 一 27z， 

3. 试 求 直线 6 上 以 两 点 (1,1) 和 (2,0) 为 二 重点 的 对 合 变换 的 表达 式 . 

4. 设 一 个 对 合 变换 两 对 对 应 点 zx,y 和 zx, 的 非 齐 次 坐标 是 1, 一 1 和 一 2,3, 求 这 个 对 
合 变换 的 表达 式 . 

5. 试 证 ; 直线 上 上 椭圆 型 对 合 变换 的 任意 两 对 对 应 点 是 互相 分 隔 的 . 

6. 设 P,Q,R,S 是 完全 四 点 形 的 顶点 , 且 点 A==PSXQR,B= PRXQS,C= PQXRS,， 
求证 : A, = BCxQR,B, 王 CA4AXRP,CI=ABxPQ 三 点 共 线 . 

7. 已 知 某 线束 中 的 相 异 三 直线 8,7,5, 求 作 直 线 p, 使 RE 7 和 站) 一 一 1. 


(1) 


8$2.5 直射 变换 


32.5 直射 变换 


在 $2.1 中 ,我 们 讨论 了 射影 平面 已 到 P”? 上 的 直射 映射 更 ,并 指出 如 果 射 影 平 面 P? 
和 已 * 重合 ,这 时 的 直射 映射 严 为 射影 平面 P*? 上 的 直射 变换 . 因此 关于 直射 映射 的 一 些 定 
理 , 对 于 直射 变换 仍然 成 立 . 

本 节 我 们 讨论 直射 变换 的 几 种 特殊 情形 . 为 了 把 它们 从 一 般 的 直射 变换 中 区 分 出 来 ,我 
们 先 讨论 射影 平面 PP 上 的 直射 变换 更 的 二 重 元 素 . 


一 、 二 重 元 素 


定义 5.1 给 定 射影 平面 P: 上 的 一 个 直射 变换 更 , 若 一 点 工 满 足 z 一 更 (z) 一 z, 则 工 
叫做 变换 亚 的 二 重点 或 不 动 点 . 同样 地 ,车 一 直线 满足 & 二 WW(&) ~&, 则 & 叫做 变换 亚 的 
二 重 直 线 . 直射 变换 亚 的 二 重点 和 二 重 直线 统称 为 变换 秋 的 二 重 元 素 . 

定理 5.1 射影 平面 已 上 任意 一 个 直射 变换 亚 至 少 有 一 个 二 重点 和 一 条 二 重 直线 . 

证 明 设 直 射 变换 更 : z 一 工 的 表达 式 为 


3 
pz 一 DD auzrs, plaix | 0， i=1,2,3. (5. 1) 
k=1 
车 点 z 是 变换 Vv 的 二 重点 ， 即 V(r) 一 并 一 并 以 Ti 代替 Zz 得 
3 
pxi = Danrie, plan|0,i= 1,2,3, (5. 2) 
k=1 
所 以 二 重点 之 的 坐标 (zi ?2 ,zs ) 满 足 方 程 组 
3 
pxi — Daur: 一 0， 1 二 1,2,3, (5. 3) 
k=1 
即 
(p Qi ) x1 dQ12 XT2 QisZas 一 0， 
上- azlZl 十 (po 一 azz)7zzs 一 G2373s 一 0， (5. 4) 
一 Ga3lzl 一 QZz (p— ar) = 0. 
这 个 方程 组 的 系数 矩阵 为 
Pp Qi Q12 QI13 
pl (ak ) 一 | GQzl1 Pp Q22 dz |. (5. 5) 
-U3l Ga3z CO 一 033 


方程 组 (5. 4) 是 以 zi ,zz ,xs 为 元 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 
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Pp a Ta 一 ls 
flp) 一 | 一 CQ2l Pad U22 U23 Ct 0， (5, 6) 
一 43 一 0 0 一 433 


方程 (5. 6) 是 关于 p 的 三 次 方程 . 解 方程 (5. 6) , 若 存在 根 o, 把 o 代 人 方程 组 (5. 4), 求 出 
其 非 零 解 xz; ,就 得 到 二 重点 zx 的 坐标 . 由 于 方程 (5. 6) 是 关于 po 的 三 次 方程 ,所 以 它 至 少 有 一 
个 实 根 : 或 者 是 三 个 实 单 根 ,或 者 是 一 个 实 单 根 和 一 个 二 重 根 ,或 者 是 一 个 三 重 根 . 无 论 如 
何方 程 (5.6) 的 根 不 为 零 ,否则 就 会 出 现 |ai | 二 0, 与 条 件 |ai | 隆 0 矛盾 . 于 是 方程 组 (5. 4) 
有 非 零 解 ,可 求 得 更 的 二 重点 .因此 更 至 少 有 一 个 二 重点 . 

根据 8 2. 1 中 的 (1. 22) 式 知道 直射 变换 把 直线 变 为 直线 . 设 直 线 E[&,&i ,5 ] 对 应 直线 
& [8 总 ,将 ], 则 有 


3 
Ppéi 一 了 an8f， Pp lan| 去 0， 1 一 1 ,2，3. (5.7) 
k=1 
类 似 于 上 面 讨论 二 重点 情况 , 设 £ 为 二 重 直 线 , 则 &~ 名 , 即 有 
(p 一 40)6 —ané — ané 一 0， 
上- aiz6l 十 (Co/ 一 azz)e 一 426 一 0， (5.8) 


一 4 和 一 Co 名 十 (Co 四 Q3se6s) 一 0. 
这 个 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 


p Ql azl Qal 
fp) 人 0 U22 U32 二 0, (5. 9) 
13 ~ 423 p 一 CQ33 


和 上 面 方程 (5. 6) 的 情况 一 样 ,此 方程 至 少 有 一 非 零 实 根 . 把 这 个 实 根 代 到 方程 组 (5. 8) 中 ， 
即 解 得 二 重 直线 & 的 坐标 ,因此 至 少 有 一 条 二 重 直线 . 

通常 我 们 称 f(p) 二 |pI 一 (ai)|==0 为 直射 变换 到 的 特征 方程 , 它 的 根 叫 做 直射 变换 到 
的 特征 根 . 

定理 5.1 的 证 明 过 程 提供 了 求 直 射 变换 二 重 元 素 的 方法 . 事实 上 ,由 代数 知识 知道 , 矩 
阵 (ai ) 和 (as;) 有 相同 的 特征 根 ,因此 只 需求 一 次 特征 根 并 分 别 代入 方程 组 (5.4) 和 (5. 8) 即 
可 求 得 直射 变换 (5.1) 的 二 重点 和 二 重 直线 . 另外 ,需要 指出 的 是 , 求 直射 变换 的 二 重 元 素 实 
际 上 就 是 求 三 阶 和 矩阵 的 特征 向 量 , 因 此 直射 变换 的 二 重 元 素 是 三 阶 矩 阵 的 特征 向 量 的 几何 
解释 . 


7 一 1 一 2 
例 1 求 直射 变换 到 : pz’ 一 xz| 4 2 一 2| 的 二 重 元 素 . 
-1 1 5 


解 ” 由 直射 变换 严 知 ,其 二 重点 zx 满足 方程 组 
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Zl 十 (o 一 2)zs 一 Za 一 0， 

2zl 十 2zs 十 (o 一 5zs) 一 0， 
此 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 

o 一 7 一 4 1 
| 
2 2 p—5 

这 是 关于 o 的 三 次 方程 , 它 有 三 个 单 根 p= 二 3,pz = 二 5,p3 一 6. 

当 p==pi 一 3 时 ,上 面 方程 组 的 系数 矩阵 为 


| 一 4z: 十 23 Sn 0， 


fl(p) = = (p—3)(p— 5)(p—6)= 0. 


—4—4 1 
ml—(a)=| 1 1 —1|, 
2 2 一 2 
-4 1 
它 的 秩 为 王 一 2. 该 短 隆 有 二 阶 子 式 | i | -30. 对 应 于 这 个 生 阵 中 的 第 一 .第 二 两 


行 , 即 这 个 矩阵 的 前 两 行 线性 无 关 , 因 此 求 这 两 行 的 向 量 积 便 得 到 二 重点 的 坐标 . 以 x" 表 
示 之 , 则 有 
wl (0 (yr— 170) 
当 p==pz = 二 5 和 p= 二 ps 二 6 时 ,用 同样 的 方法 ,分 别 求 得 更 的 另外 两 个 二 重点 
ZzG2 一 (一 1,1,2) 和 z= (一 2,]1,2). 


由 行列 式 
1 一 1 0 
|zm ,zr ,zx? |= |—1 1 2|=2&0 
二 :2 1 2 


知 ,z ,z2,z2 三 点 不 共 线 ,因此 直射 变换 更 有 三 个 不 共 线 的 二 重点 . 由 对 偶 原 理 可 知 , 直 
射 变 换 亚 还 有 三 条 不 共 点 的 二 重 直 线 &"” ,22” ,5 .我 们 可 以 仿照 上 述 步 骤 求 得 这 三 条 二 重 
直线 的 坐标 ,但 因为 两 个 二 重点 的 连 线 是 二 重 直 线 ( 图 2-24), 因 此 不 必 再 通过 直射 变换 式 去 
计算 ,只 要 求 出 过 每 两 个 二 重点 的 连 线 即 可 : 

上 = Xr 一 (一 1,1,2)X (一 2,1,2) = [0, —2,1], 

6 一 xz XzD 一 (一 2,1,2)X(1, 一 1,0) = [2,2,1], 

&2 一 zz Xz2 一 (1, 一 1,0) X( 一 1,1,2) 一 [1,1,0]. 

由 于 在 射影 平面 P: 上 的 直射 变换 更 至 少 有 一 个 二 重点 和 一 条 二 重 

直线 ,因此 我 们 可 以 利用 它们 之 间 的 位 置 关 系 来 划分 直射 变换 . 这 也 就 
是 我 们 下 面 要 讨论 的 内 容 . 


二 、 透 射 变 换 


1. 透射 变换 的 定义 

定义 5.2 如 果 在 射影 平面 PP 上 的 非 恒 等 直射 变换 更 使 得 一 条 直线 上 的 每 一 个 点 
都 是 二 重点 ,过 不 在 直线 a 上 一 点 4 的 每 一 条 直线 都 是 二 重 直 线 , 则 直射 变换 生 叫 做 射影 平 
面 P* 上 的 透射 变换 (简称 透射 ) 或 同调 变换 ,其 中 直线 a 叫做 透射 轴 , 点 a 叫做 透射 中 心 . 

也 就 是 说 , 若 射影 平面 已 上 的 直射 变换 平 夭 ,并 且 在 一 条 直线 c 上 和 一 个 线束 a (点 a 
不 在 直线 a 上 ) 上 导出 的 一 维 射影 变换 是 恒 等 变 换 , 那 么 实 就 是 一 个 透射 变换 . 通常 用 互 来 

由 定义 可 以 推出 下 面 的 结论 : 

结论 1 透射 变换 的 非 重合 对 应 点 连 线 过 透射 中 心 , 即 : 设 电 是 透射 变换 ,点 > 是 既 不 
在 透射 轴 a 上 也 不 是 透射 中 心 的 任意 一 点 , 则 点 = 与 z 二 H(z) 的 连 线 必 经 过 透射 中 心 a. 

结论 2 ”透射 变换 的 非 重合 对 应 线 交 点 在 透射 轴 上 , 即 : 设 日 是 透射 变换 ,直线 < 是 既 
不 过 透射 中 心 a 也 不 是 透射 轴 a 的 任意 一 直线 , 则 上 和 《一 瑟 ( 纪 的 交点 在 透射 轴 a 上 . 

结论 3 透射 变换 导出 的 过 透射 中 心 的 任意 直线 上 的 变换 是 一 维 双 曲 型 射影 变换 . 


2. 透射 变换 的 确定 条 件 

定理 5.2 在 射影 平面 刀 上 给 出 一 条 直线 a 和 不 在 直线 a 上 的 共 线 且 相 异 的 三 点 
avzyz , 则 唯一 确定 射影 平面 P 上 的 透射 变换 互 , 它 以 直线 a 为 透射 轴 , 点 a 为 透射 中 心 ， 
且 使 得 = = 五 (z). 

证 明 设 5,c 是 在 直线 a 上 而 不 在 直线 £ 二 aXz~aXz 上 的 任意 两 点 , 则 a,6b,c,z 与 
asbscsz Te 点 直线 的 四 点 ,因而 存在 一 个 直射 变换 亚 , 使 得 点 a,6,c,z 依次 变 为 点 a， 

b,c,zx .由 于 更 在 直线 上 使 得 56,c,aXE 三 点 不 动 , 于 是 更 在 直线 c 上 
导出 的 一 维 射 影 变换 是 恒 等 变 换 . 同样 地 ,更 在 线束 ca 上 使 得 a Xp， 
aXc,aXz~aXz 一 6 三 直线 不 动 ,于 是 名 在 线束 ae 上 导出 的 一 维 射影 
， 变换 也 是 恒 等 变换 (图 2-25). 又 由 于 x 一 更 (z)Xz, 所 以 到 不 是 恒 等 
变换 . 因此 ,更 是 以 e 为 透射 轴 ,a 为 透射 中 心 , 且 使 得 z 一 更 (z) 的 一 

图 2-25 透射 变换 万 . 这 就 证 明了 定理 中 的 存在 性 . 

如 果 还 有 一 个 透射 变换 HH', 它 也 是 以 a 为 透射 轴 ,a 为 透射 中 心 , 且 使 得 z,z 为 一 对 对 
应 点 , 那么 及 也 把 点 a ,b,c,z 分 别 变 为 点 a ,b,c,z .然而 由 a,65,c,zx 四 点 分 别 变 为 a ,b,c， 
z 四 点 所 确定 的 直射 变换 是 唯一 的 ,所 以 五 = 五. 这 就 证 明了 定理 中 的 唯一 性 . 

由 定理 5. 2 可 知 ,透射 变换 如 是 由 它 的 透射 轴 w ,透射 中 心 a 及 一 对 对 应 点 z,z (不 在 
透射 轴 ac 上 ,也 不 是 透射 中 心 a) 完 全 确定 的 . 

应 用 这 个 定理 ,可 以 作 射 影 平面 上 任意 一 点 zx(zXz'z) 在 透射 变换 日 下 的 对 应 点 


$2.5 直射 变换 上 


7X“ 二 昌 (z) (图 2-26) ,其 作法 是 : 
若 点 x 不 在 直线 & 一 aXz~aXxz 上 , 先 作 点 w= 二 (xzXx)Xa, 青 作 点 x = 二 (aXzx)X 
(wuXz), 则 x = 二 昌 (x)( 图 2-26(a)). 若 在 直线 £E=aXz~aXzxz 上 ,可 利用 图 2-26(a) 的 作 
法 , 先 作 出 直线 及 a 外 任 一 点 y 的 对 应 点 y ,再 作出 这 的 对 应 点 xz'( 图 .2-26(b)). 


图 2-26 


3. 透射 变换 与 直射 变换 的 关系 

透射 变换 是 直射 变换 的 特殊 情形 ,这 在 定义 中 已 经 明确 了 . 除 此 之 外 ,它们 之 间 还 有 如 
下 关系 : 

定理 5.3 如 果 射 影 平面 已 上 的 直射 变换 下 既 不 是 恒 等 变 换 , 也 不 是 透射 变换 ,那么 
直射 变换 到 必 能 分 解 为 两 个 透射 变换 之 积 . 

证 明 根据 定理 5. 1, 在 射影 平面 PP 上 的 直射 变换 更 
下 必 有 一 个 二 重点 4a, 又 由 已 知 条 件 总 可 以 取 到 三 个 非 二 重 
点 b,c,d ,使 得 a,5,c,d 构成 一 个 四 点 形 . 若 它们 的 像 点 分 别 
为 a ,c,d , 则 ab'c'd' 也 是 一 个 四 点 形 .于 是 直射 变换 更 
由 a ,b,c,d 四 点 依次 变 为 a,b ,c,d 四 点 所 确定 . 

如 图 2-27 所 示 , 今 al = 二 aXb,as=aXd (a Xa), pb 
u=(dX) Xa,v=(b Xo) Xa =(hpXv) Xd Xu), 


5 二 (dXd)X(cxe),5y= 二 (5Xb)X(e Xo). 我 们 以 5 为 图 2-27 
透射 中 心 ,a 为 透射 轴 ,d,d' 为 一 对 对 应 点 确定 一 个 透射 变换 互 ; ,使 得 
Hi: apicd 一 ab di (5. 10) 
再 以 s; 为 透射 中 心 ,az 为 透射 轴 ,6,6 为 一 对 对 应 点 确定 一 个 透射 变换 日 ; ,使 得 
H,: asb,c sd 一 ac sd (5.11) 


由 (5. 10),(5. 11) 两 式 得 
HiH;: a,bycd 一 ab cd/ (5. 12) 
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所 以 更 一 瑟瑟:. 
注 若 dXd’~cXe ,此 时 可 求 出 点 (aXd)XCBXe),(aXxd’)X( 必 Xe), 以 它们 为 一 对 
对 应 点 来 确定 点 51. 对 于 5Xb ~cXc 时 , 亦 可 念 此. 


三 、 调和 透射 变换 


1. 调和 透射 变换 的 定义 

定义 5.3 设 互 是 射影 平面 P* 上 以 a 为 透射 轴 ,a 为 透射 中 心 的 透射 变换 . 如 果 互 使 
每 一 对 对 应 点 z,z 二 日 (z) 被 点 a,(zXz )Xa 调 各 分隔, 那么 这 个 透射 
变换 日 叫做 射影 平面 P* 上 的 调和 透射 变换 (简称 调和 透射 ) 或 调和 同 
调 变换 , 记 做 瓦 '. 

由 定义 5.3 知 , 若 瑞 ! 是 射影 平面 PP 上 的 一 个 调和 透射 变换 , 且 
使 得 x 二 Hi(x),z’ 一 Hi(z), 又 记 p=(rXr)Xa,g=(zXxz)Xa 
(图 2-28) , 则 有 

R(z,z ;a,g) 一 RCzz' ;a,p) =— 1. (5. 13) 


2. 调和 透射 变换 的 确定 条 件 e 
定理 5.4 设 昌 是 射影 平面 P? 上 以 a 为 透射 轴 ,a 为 透射 中 心 的 
透射 变换 . 若 有 一 对 对 应 点 z,z' 一 昌 (z) 调 和 分 隔 a,g 一 (zXz ) Xa, 则 HH 是 射影 平面 P* 上 
的 调和 透射 变换 . 
证 明 如 图 2-28 所 示 , 设 6zXz' ,p= 二 (r+Xx )Xa. 对 于 不 在 直线 & 上 的 任意 一 对 对 
应 点 Xx,z 二 有 H(z), 总 有 
ECzyz ,ayg) 去 (zsz'sav 访 )， 其 中 7 三 IXrI', 
故 有 Rl(zyx’ ;sap)=R(z,z’ ;a,g)=—1. 
对 于 在 直线 £ 上 的 任意 一 对 对 应 点 式 ,z 二 昌 (z), 则 利用 上 面 的 结果 可 得 
R(z,7’ ;4,9) = R(xsr’ sa,p) = R(z,z ;a,g) 一 一 1. 
于 是 定理 得 到 证 明 . 


3. 由 调和 透射 变换 导出 的 一 维 射影 变换 
定理 5.5 调和 透射 变换 昌 ; 导出 的 过 透射 中 心 a 的 任意 直线 上 上 的 一 维 射 影 变 换 为 
双 曲 型 对 合 变 换 . 
证 明 ”在 H 下 过 透射 中 心 a 的 任意 直线 都 变 为 它 自身 . 设 5 一 6xa (a 为 透射 轴 ), 则 
R(z,z ;saa) =—1. 
由 于 直线 & 上 点 a 和 a 为 二 重点 ,所 以 Hi 在 直线 上 E 上 导出 的 一 维 射影 变换 是 双 曲 型 对 合 变 


a 
机 
1 
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换 ( 图 2-29). 


4. 调和 透射 变换 与 对 合 变换 的 关系 
射影 平面 P 上 的 对 合 变换 下 的 定义 ,与 直线 上 的 对 合 变换 一 样 , 即 要 求 为 射影 平面 
. P* 上 的 射影 变换 , 且 $I,@? ==. 

定理 5.6 射影 平面 已 上 的 调和 透射 变换 是 射影 平面 P 上 的 对 合 变换 ,反之 也 成 立 ， 

证 明 设 射影 平面 已 上 的 调和 透射 变换 为 互 ,. 由 于 对 于 不 在 透射 轴 a 上 且 不 是 透射 
中 心 a 的 任意 一 点 z,z 二 Hi(z) 是 a,#5=(aXz)Xa,z 的 第 四 调和 点 (图 2-29), 所 以 z'Xz， 
即 Hi 关 I. 

再 来 证 明 Hi 二 I 车 点 x 为 透射 中 心 a 或 在 透射 轴 x 上 , 则 Hi(z) 王 z, 从 而 Hf(z) 王 xz. 
车 点 z 不 为 透射 中 心 a ,也 不 在 透射 轴 a 上 , 设 是 点 z 的 调和 透射 的 对 应 点 , 即 Hi (=) 一 
z , 则 z 是 a ,a,z 的 第 四 调和 点 .于 是 有 Hi(z) 一 Hi(z’)=z. 因此 ,Hi 二 I. 这 就 证 明了 调和 
透射 变换 是 对 合 变换 . 。 


图 2-29 图 2-30 


反之 , 设 于 是 射影 平面 P* 上 的 任意 一 个 对 合 变 换 , 在 射影 平面 PP 上 任 取 无 三 点 共 线 的 
两 对 对 应 点 a,a = 二 亚 (a) 和 6,b 一 亚 (5), 则 和 是 使 得 点 a ,a’ ,5,6 分 别 变 为 点 a ,a,b' ,6 的 直 
射 变换 (图 2-30). 

如 图 2-30 所 示 , 设 

c= (aXb) Xa Xb), d= (aXb) x (a xb), 
f= (axa)xX(bXb), g= (aXa’) Xecxad), 
h= (bX6) Xexa). 
由 完全 四 点 形 abed 可 知 ,a,a ,g,f 和 6b,b,h,f 都 是 调和 点 列 , 故 建立 以 了 为 透射 中 心 ， 
c<Xd 为 透射 轴 的 调和 透射 更 , 必 使 得 点 eye ,565,65' 分 别 变 为 点 a ,a,6 ,5. 

由 于 和 与 亚都 使 得 点 a ,a’ ,6,6 分别 变 为 点 a ap 所 以 要 一 更 .已 知 要 是 调和 透 

射 变换 ,这 就 证 明了 射影 平面 PP 上 的 对 合 变 换 更 是 调和 透射 变换 . 
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四 . 合 射 变换 


1. 合 射 变换 的 定义 

定义 5.4 ”如果 射影 平面 P* 上 的 非 恒 等 直射 变换 亚 使 得 一 条 直线 a。 上 的 每 一 点 都 是 
二 重点 ,过 直线 a 上 点 a 的 直线 都 是 二 重 直线 ,那么 这 样 的 直射 变换 亦 叫做 合 射 变换 (简称 
合 射 ) ,其 中 点 a 叫做 合 射 中 心 ,直线 a 叫做 合 射 轴 . 

也 就 是 说 , 若 射影 平面 PP 上 的 直射 变换 妥 夭 了 且 在 一 条 直线 c 上 和 一 线束 a (点 a 在 
直线 a 上 上 ) 上 导出 的 一 维 射影 变换 是 便 等 变换 ,那么 更 就 是 一 个 合 射 变换 . 我 们 通常 用 KK 来 
表示 射影 平面 P: 上 的 合 射 变换 . 

由 定义 容易 推出 如 下 结论 : 

结论 1 合 射 变换 的 非 重 合 对 应 点 的 连 线 过 合 射 中 心 , 即 : 设 K 是 射影 平面 P” 上 的 合 
射 变换 ,点 z 不 在 合 射 轴 a 上 , 则 点 与 xz' 一 K(z) 的 连 线 过 合 射 中 心 a. 

结论 2 合 射 变换 的 非 重 合 对 应 线 的 交点 在 合 射 轴 上 , 即 : 设 天 是 合 射 变换 ,直线 不 
过 合 射 中 心 a, 则 直线 8 和 二 5) 的 交点 在 合 射 轴 a 上. 

结论 3 合 射 变换 导出 的 过 合 射 中 心 的 任意 直线 上 的 变换 是 一 维 抛物 型 射影 变换 . 


2. 合 射 变换 的 确定 条 件 

定理 5.7 在 射影 平面 P: 给 定 一 条 直线 a 和 不 在 直线 a 上 的 相 异 两 点 x,z , 则 存在 唯 
一 的 射影 平面 PP 上 的 合 射 变换 K, 它 以 a 为 合 射 轴 ,a 二 (zXx)Xa 为 合 射 中 心 , 且 使 
得 z’ 二 K(xz). 

证 明 令 &==zXz. 因 为 点 z,z 不 在 直线 a 上 ,所 以 必 存 在 点 4 二 aX& 设 工 是 不 在 直线 a 
和 & 上 的 任 一 点 (图 2-31(a)), 作 点 4 一 aX (zXzx) 和 x 二 (xXx )X(aXx). 再 设 5 是 直线 a 上 
不 同 于 点 wa 的 任 一 点 ,那么 ae,b,z,z 四 点 和 a,b,z ,x 四 点 均 无 三 点 共 线 ,因而 恰 有 一 个 把 点 
a,b,z, 工 依次 变 为 点 a,6;z ,xz 的 直射 变换 更 由 于 更 在 直线 上 使 得 c,p,x 三 点 不 动 , 于 是 更 
在 直线 a 上 导出 的 一 维 射影 变换 是 恒 等 变换 . 同样 ,下 在 线束 ac 上 使 得 zXx ,xrXx ,a 三 直线 
不 动 ,于 是 亚 在 线束 a 上 导出 的 一 维 射影 变换 也 是 恒 等 变 换 . 因此 ,更 是 以 为 合 射 轴 ,直线 a 
上 一 点 a 为 合 射 中 心 的 合 射 变换 天, 且 使 得 z 一 K(z). 这 就 证 明了 存在 性 . 


所 


(a) 


图 2-31 


| 
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再 来 证 明 唯一 性 . 对 于 不 在 直线 a 和 xzXz 上 的 任 一 点 zx, 可 以 作 点 w= 二 aX (zXz), 则 
一 (uXx )X(aXzx), 即 zz 的 像 点 zx 可 唯一 确定 (图 2-31(a)). 对 于 在 直线 zXx 上 而 不 在 
直线 a 上 的 任 一 点 x ,首先 在 直线 8 及 a 外 任 取 一 点 y, 如 前 面 可 以 作 点 u 二 aX(zXzx), 则 y 
的 对 应 点 为 y 二 (uwXxz )X(aXy); 然 后 可 以 作 点 v=aX(yXz), 则 zx 二 (vxXy)X(aXz)， 
即 zz 的 像 点 x 也 可 以 唯一 确定 (图 2-31(b)). 对 于 在 直线 a 上 的 任 一 点 , 它 的 像 点 为 其 自 
身 . 因此 ,这 样 的 合 射 变换 K 是 唯一 的 . 

这 里 不 仅 证 明了 唯一 性 ,也 给 出 了 求 作 合 射 对 应 点 的 方法 . 于 是 得 知 , 合 射 变换 由 合身 
轴 a 和 不 在 合 射 轴 a 上 的 一 对 对 应 点 完全 确定 . 


五 、 各 种 特殊 直射 变换 的 表达 式 
射影 平面 PP 上 的 一 般 的 直射 变换 记 的 表达 式 是 
V: px' 二 a plan|0， 1 二 1,2,3. (5; 14) 


首先 讨论 使 得 一 条 直线 上 的 每 一 点 都 不 动 ( 为 二 重点 ) 的 直射 变换 . 为 了 便于 后 面 的 应 
用 ,我 们 选取 在 亚 下 每 一 点 都 不 动 的 那 条 直线 作为 坐标 三 点 形 的 边 6; ,其 方程 是 zs 三 0. 在 
这 条 直线 上 取 三 个 点 : (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0), 把 这 三 个 点 的 坐标 分 别 代 入 表达 式 


(5. 14) ,得 到 
ol 一 an, 0 一 az， [p= Aan 十 az, 
| 一 zl1， | 一 azz， | 一 azl 十 azz， 
0 一 asl 十 aaz， 


0 一 ca， 0 一 aa， 


于 是 aa 一 aa 一 az 一 az 一 0,al 一 az 一 03. 因为 


| an | 一 Qll022033 天 0， 


0 0 ass 
所 以 al 天 0,azz 天 0,ass 天 0 可 以 令 a3s=1,an=az=b,a13—=a! 023 一 Ga2 ,于 是 得 到 变换 式 为 


px! = Bri 二 Tar 
VW: 区 二 brs 十 azx3，p 关 0,6 关 0. (5. 15) 
prs 一 Za， 
显然 ,由 (5. 15) 式 所 确定 的 直射 变换 更 使 得 8: : zs 一 0 上 每 一 点 都 不 动 . 
现在 来 分 别 讨论 各 种 特殊 的 直射 变换 的 表达 式 . 
假设 直射 变换 更 除 直线 8: 外 还 有 一 个 不 在 直线 8 上 的 二 重点 y(C yz 加 ). 由 于 点 y 
不 在 直线 8; 上, 则 y; 关 0, 故 可 取 (yi ,yz,1) 作 为 点 y 的 代表 ,把 它 代 和 人 (5. 15) 式 得 
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2y1l 一 2yil 十 ai， 
ayz 一 yz 十 az， bpA0, 
po 一 1， 


即 
yi1 一 byi 二 ai 9 
b 关 0. (5. 16) 
加 by 十 as 了 下 
(1) 车 5=1, 则 仅 当 al 一 as 一 0 时 方程 组 (5.16) 有 解 . 此 时 由 于 任意 实数 y ,y: 都 满足 


方程 组 (5. 16) ,因而 每 一 点 都 是 到 的 二 重点 ,所 以 亚 是 恒 等 变 换 . 
(2) 若 5 过 1, 且 ayas 不 全 为 零 , 则 方程 组 (5.16) 有 解 y1 一 了 5'Yy4 一 5- 这 时 业 有 在 


直线 6, 外 的 一 个 二 重点 (二 ji 后) 一 (ova ,1 一 已 ,因而 于 是 以 3: zx 一 0 为 透射 轴 ， 


(a ,42，1 一 b) 为 透射 中 心 的 透射 变换 . 
(3) 车 5 二 一 1, 此 时 显然 亚 关 1, 且 
pzl =—(—z1 二 Qiz3) 十 1xs 一 Zi， 


Vi’: Di Re (一 Xz 十 qsX3) 十 CazT3 一 2 (5, 17) 


prs 一 za， 
即 下 "一 志 ,因而 妥 是 调和 透射 变换 ， 
(4) 车 5 二 1, 但 ai ,az 不 全 为 零 , 则 方程 组 (5. 16) 无 解 . 这 时 亚 在 直线 6; 外 没有 二 重 
点 ,所 有 二 重点 均 可 表示 为 (y; ,yz ,0) ,因而 到 是 以 bs :zs 一 0 为 合 射 轴 , (a1,az,0) 为 合 射 中 
心 的 合 射 变换 . 


六 、 射影 变换 与 初等 几何 变换 


本 小 节 从 一 般 的 射影 变换 来 讨论 初等 几何 变换 ,以 便 从 较 高 的 观点 来 理解 初等 几何 
变换 . 

1. 欧 氏 直线 上 的 平移 变换 

欧 氏 直线 上 的 平移 变换 是 

人 Xz 一 工 十 4 (5. 18) 

当 a=0, 它 是 恒 等 变 换 ; 当 a 关 0 时 , 它 没有 二 重点 . 如 果 把 它 看 做 射影 直线 上 的 射影 变换 ,我 
们 将 (5. 18) 式 与 32.1 中 的 (1. 10) 式 比较 可 知 an 二 aw 二 1,a1z 一 ayazi 二 0 (此 处 将 (1. 10) 式 
中 的 cx 用 ax 代替 ) ,而且 


Ql 412 


1 a 
|, |- l1 关 0， A 一 (a — qz )? 十 4aizaszl 0， 


CQ21 U22 
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所 以 平移 变换 (5. 18) 是 直线 上 的 射影 变换 , 且 根 据 A=0 可 知 是 抛物 线 型 射影 变换 . 它 有 一 
个 二 重点 ,就 是 这 条 直线 上 的 无 穷 远 点 . 


2. 欧 氏 直线 上 关于 某 点 的 反射 变换 
欧 氏 直线 上 关于 点 a 的 反射 变换 是 
x’ 一 一 工 十 2a. (5. 19) 
它 有 一 个 二 重点 ,就 是 点 a. 如 果 把 它 看 做 射影 直线 上 的 射影 变换 ,与 32.1 中 的 (1. 10) 式 比 
较 , 得 知 ai 一 一 1,asz 一 2a,aza 一 0,azz 一 1， 而 且 
一 ] 2a 
U2! dz22 | 0 ] 
所 以 反射 变换 (5. 19) 是 直线 上 的 射影 变换 . 由 于 au 十 az 一 0, 因此 变换 (5. 19) 是 对 合 变换 ， 
且 由 4A>0 可 知 它 是 双 曲 型 对 合 变换 . 它 有 两 个 二 重点 ,就 是 点 a 和 这 条 直线 上 的 无 穷 远 点 . 
当 a=0 时 ,变换 (5. 19) 是 直线 上 关于 原点 的 反射 变换 : x = 一 zx. 关于 原点 的 反射 变换 
X 二 一 x 和 关于 点 a/2 的 反射 变换 x 二 一 + 十 a 的 乘积 是 直线 上 的 平移 . 


3. 欧 氏 平面 上 的 平移 变换 
欧 氏 平面 上 的 平移 变换 是 


Ul Cl12 


二 一 1] 关 0， 4A 一 (al 一 az)2: 十 4apar =4>0, 


| 一 工 十 a， 
y = y+b, 
在 欧 氏 平面 上 它 没 有 二 重点 ,但 有 无 穷 多 条 二 重 直线 . 如 果 把 它 看 做 射影 平面 上 的 射影 变 


换 , 可 令 区 ,那么 平移 变换 (5. 20) 就 成 为 
党 


3 x 


ab 天 0. (5. 20) 


pzi 一 zi 十 aza， 
人 = Xx: 十 brs, (5.21) 
pe 
显然 它 是 直射 变换 , 它 的 特征 多 项 式 是 
po—1 0 —a 
A(p) = 0 pp—1 —6b|= (p—1), 
0 0 0 一 1 


o=1 是 一 个 三 重 特征 根 . 与 o 王 1 相对 应 的 二 重点 是 无 穷 远 直线 上 的 所 有 点 ,而 且 过 点 (a,6,0) 
的 直线 都 是 二 重 直线 . 由 于 (a,6,0) 是 无 穷 远 直 线 上 的 点 ,所 以 平移 变换 (5. 20) 是 以 无 穷 远 直线 
6 : 7Z3 一 0 为 合 射 轴 ,(a,p,0) 为 合 射 中 心 的 合 射 变换 . 


4. 欧 氏 平面 上 关于 原点 的 中 心 对 称 变换 
欧 氏 平面 上 关于 原点 的 中 心 对 称 变换 是 
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zx’ 
| / (5. 22) 
y 一 一 
它 有 一 个 二 重点 , 即 原点 ;过 原点 的 所 有 直线 都 是 它 的 二 重 直 线 . 如 果 把 它 看 做 射影 平面 的 
射影 变换 ,那么 它 的 变换 式 就 是 
pzl 一 一 站 ， 
区 yy (5. 23) 
Ti 一 Xs 
显然 是 直射 变换 , 它 的 特征 多 项 式 是 
6 十 1 0 0 
A(p) = 0 6 十 1 0 |= (一 1D)(Co 十 1 六， 
0 0 p—1 


特征 根 是 pj 二 1,ps 一 ps 一 一 1. 与 pi 二 1 相对 应 的 二 重点 是 (0,0,1) ,而且 以 点 (0,0,1) 为 中 心 
的 线束 是 二 重 线束 ;与 p; = 二 ps 二 一 1 相对 应 的 二 重点 是 无 穷 远 直线 上 的 所 有 点 . 因此 ,关于 原 
点 的 中 心 对 称 变换 (5. 22) 是 以 无 穷 远 直 线 8: x; = 二 0 为 透射 轴 ,(0,0,1) 为 透射 中 心 的 透射 
变换 . 由 于 中 心 对 称 变换 (5.22) 的 逆 变 换 等 于 它 自 身 , 故 它 是 对 合 变换 ,从 而 也 是 调和 透射 
变换 ， 
$5. 欧 氏 平面 上 以 原点 为 中 心 的 位 似 变换 
欧 氏 平面 上 以 原点 为 位 似 中 心 , 为 位 似 系数 的 位 似 变换 是 
区 kl. (5. 24) 
y 二 Ay， 
它 有 一 个 二 重点 , 即 原点 ;过 原点 的 所 有 直线 是 它 的 二 重 直 线 . 当 kt 一 一 1 时 , 它 即 为 上 述 的 
中 心 对 称 变换 . 如 果 把 它 看 做 射影 平面 上 的 射影 变换 ,那么 位 似 变换 (5. 24) 就 成 为 


pz! = kx， 
六 = Az2， (5. 25) 
oz = za. 
显然 它 是 直射 变换 , 它 的 特征 多 项 式 是 
Ey 
A(p) = 0 p—k 0 |= (p— 1)(p—&k)’, 
0 0 po—1 : 


特征 根 是 pi 二 1,pz 王 ps 二 .与 pi 二 1 相对 应 的 二 重点 是 (0,0,1) ,而且 以 点 (0,0,1) 为 中 心 的 
线束 是 二 重 线束 ;与 p: 二 ps 二 k 相对 应 的 二 重点 是 无 穷 远 直 线 8: : zx; 一 0 上 的 所 有 点 . 因此 ， 
它 是 以 无 穷 远 直线 8 : zx; 一 0 为 透射 轴 ,(0,0,1) 为 透射 中 心 的 透射 变换 . 除 & 二 一 1 外 , 它 不 
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是 对 合 变换 . 
6. 欧 氏 平面 上 关于 横 轴 的 反射 变换 
欧 氏 平面 上 关于 横 轴 的 反射 变换 是 
人 SS (5. 26) 


y =—y. 
显然 横 轴 上 的 点 都 是 它 的 二 重点 ,平行 于 纵 轴 的 直线 都 是 它 的 二 重 直 线 . 如 果 把 它 看 做 射影 
平面 上 射影 变换 ,那么 反射 变换 (5. 26) 就 成 为 


px! = Xi, 
pXs 一 一 zz， (5.27) 
a 
它 的 特征 多 项 式 是 
p—1 0 0 
A es io. i 
0 0 p—1 


特征 根 是 mp = 一 1,o 二 ps 二 1. 与 pi 二 一 1 相对 应 的 二 重点 是 (0,1,0), 而 且 以 点 (0,1,0) 为 中 
心 的 线束 是 二 重 线 东 ;与 pz 二 ps 一 1 相对 应 的 二 重点 是 直线 x 二 0 上 的 所 有 点 .所 以 ,关于 横 
轴 的 反射 变换 (5. 26) 是 以 zz 一 0 为 透射 轴 , 无 穷 远 点 (0,1,0) 为 透射 中 心 的 透射 变换 , 由 于 
变换 (5. 26) 的 逆 变 换 是 它 本 身 ,所 以 它 是 对 合 变 换 , 因 而 也 是 调和 透射 变换 . 

同样 可 讨论 关于 纵 轴 的 反射 . 


7. 欧 氏 平面 上 绕 原 点 的 旋转 变换 

欧 氏 平面 上 绕 原 点 的 旋转 变换 是 
Xx’ 一 zcosa 一 ysina， 
| , (5. 28) 
y = xsina+t ycosa. 


它 有 一 个 二 重点 ,就 是 原点 . 如 果 把 它 看 做 射影 平面 上 的 射影 变换 , 则 变换 式 (5. 28) 为 
攻 = Zicosa 一 Xzsina, 


pz; 一 ZisSina 十 zzcosa， (5. 29) 
a 
它 的 特征 多 项 式 是 
p— cosa sina 0 
4(o) 一 | 一 smna p— cosa 0 |= (p— 1)(p 一 2ocosa 十 1)， 
0 0 0 一 1 


特征 根 是 ol 一 1,p: »03 ,其 中 特征 根 pz，03 满足 方程 


驻 一 2ocosa 十 1 = 0. 

这 个 二 次 方程 的 判别 式 A 一 4(cos"a 一 1) 委 0. 若 4 一 0, 则 xc 一 0 或 r. 这 时 旋转 变换 (5. 28 ) 为 
恒 等 变换 或 关于 原点 的 中 心 对 称 变换 〈 前 面 已 讨论 ), 若 A 二 0, 则 ps ,ps 为 共 斩 复 数 ,这 已 不 
属 本 书 讨论 之 列 . 所 以 , 当 a 隆 0,x 时, 仅 有 一 个 实 特征 根 pj 三 1, 此 时 矩阵 
1 — cosa sina 0 
一 Sina 1 一 cosa 0 

0 0 0 
的 秩 为 2, 求 第 一 、 第 二 两 行 的 向 量 积 , 得 到 相对 应 的 二 重点 是 (0,0,2(1 一 cosa))~(0,0,1) 
〈 因 天 0 , 故 1 一 cosa 天 0). 这 个 二 重点 是 唯一 的 . 

写 出 ou 一 (ax ) 的 转 置 矩阵 : 


pil— (ai) 二 


1 一 cosa 一 Sina 0 
po 一 (au ) = sina 1 一 cosa 0|. 
0 0 0 


由 此 容易 求 得 唯一 的 二 重 直线 6, 一 [0,0,1]. 但 是 这 条 直线 上 的 点 并 不 是 二 重点 ,所 以 旋转 
变换 (5. 28) 是 一 般 的 直射 变换 ,并 不 是 透射 变换 或 合 射 变换 . 


习 题 2.5 


1. 求 下 列 射影 平面 PP 上 的 直射 变换 的 二 重 元 素 : 
pzl 一 一 Zi， pzl 一 Z 十 zz， pzi 一 2 十 za， 
(1) 全 (2) 人 (3) [nt 
pzs = as oz = Xs; 
2. 试 证 : 射影 平面 P 上 的 射影 变换 
pz; = azl 十 zz， 
oD: 区 = QZ: 十 Z， 
2 二 QZ3 
有 一 个 二 重点 和 过 这 个 二 重点 的 一 条 二 重 直线 . 
3. 求 以 a==(2,1,1) 为 透射 中 心 ,6; 一 [0,0,1] 为 透射 轴 ,z 二 (2,0,1) 和 xz 二 (2, 一 1,1) 
为 一 对 对 应 点 的 透射 变换 . 
4. 已 知 透射 变换 的 两 对 非 重合 对 应 点 y,y 和 z,z 及 透射 轴 上 一 点 58, 且 点 5 不 在 直线 
yXy ,zXz 上 , 试 作出 透射 轴 和 透射 中 心 . 若 点 z 是 不 在 透射 轴 上 的 一 点 , 求 作 点 z 的 对 应 
点 工 . 


5. 试 求 以 8 为 合 射 轴 ,把 点 (2,1,1) 变 为 点 (3,2,0) 的 合 射 变换 . 
6, 试 证 : 把 点 ds 二 (0,1,0),g 二 (0,1, 一 1),h 二 (1, 一 1,0) 依 次 变 为 点 L 一 (一 1, 1, 1)， 


pzi 二 Xz 十 xs 十 2x;. 
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习题 二 
一 (1 ,一 1,1), 上 一 (2,0, 一 1) ,而 使 点 r 二 (1,1, 一 1) 不 变 的 直射 变换 是 合 射 变换 . 
习 题 二 


1. 设 集合 G 的 元 素 是 1, 一 1,i, 一 i (一 一 1),G 内 的 运算 是 复数 乘法 ,证 明 : G 是 一 
个 群 . 

2. 设 R 是 所 有 实数 组 成 的 集合 ,R 到 自身 上 的 映射 r: z 一 az 二 pb (a,b 为 有 理 数 ,a 关 
0) 的 全 体 构 成 集合 G, 证 明 ; G 是 一 个 群 . 

3. 求 一 维 射影 映射 的 变换 式 , 使 得 直线 :上 以 2,4 为 非 齐 次 坐标 的 点 及 无 穷 远 点 依次 
变 为 直线 /上 以 一 1,1 为 非 齐 次 坐标 的 点 及 无 穷 远 点 . 

4. 给 出 直线 上 的 一 维 射影 变换 式 

oz = 2x1 十 Xx;， 
2: 7 
px, = 3X1 十 2zz， 

试 求 射影 变换 @? ,@; ,并 求 点 z(1,1) 在 ®,@?, :变换 下 像 点 的 坐标 . 

5. 设 y,z,u,v,w 为 共 线 的 相 异 五 点 , 试 证 : 

Ryyzyuyv) »。 ROyyz;v ww) »。 RC(y,z;w)u) = 1. 

6. 证 明 四 条 直线 2zi 一 zz 十 Xs 二 0,3zi1 十 zz 一 2Xz3 二 0,7X1 一 Xxz 二 0,5xi 一 zs 二 0 共 点 ,并 
求 这 四 条 直线 的 所 有 交 比 值 . 

7. 设 户 ,P,Pp* 是 一 个 三 点 形 的 顶点 ,在 顶点 p' 的 对 边 上 有 两 点 g 和 8 (一 1,2,3)， 
记名 二 R(g',g ;pp’,p*) ,其 中 i,j,k 按 次 序 分 别 取 值 为 1,2,3;2,3,1;3,1,2. 试 证 : 若 g1!， 

?,g’ 三 点 共 线 , 则 当 且 仅 当 hh 二 1 时 ,gg ,8g 三 点 共 线 . 

8. 设 y,z,u,v 是 直线 & 上 四 个 相 异 点 . 如 果 y,z 二 wv, 试 证 ; yx 一 zuiyyz 一 二 2。 

9. 已 知 两 个 射影 点 列 的 三 对 对 应 点 , 试 作 这 两 个 点 列 的 公共 点 所 对 应 的 点 . 首先 把 这 
个 公共 点 看 做 第 一 个 点 列 中 的 点 ,然后 看 做 第 二 个 点 列 中 的 点 ,再 就 线束 研究 类 似 的 问题 . 

10. 过 三 点 形 abc 的 顶点 各 作 一 直线 a Xa ,bXb ,cXe ,它们 相交 于 点 d, 并 分 别 交 对 
边 于 点 a’ ,byc ,又 设 a 二 (bXe)XCOXO)V=(c Xa)X(cXa), =(a Xb) X (axXb), 
求证 ; R(b,cya’,a’)=—1,R(c,a;b’ ,0 )=—1,R(a,b;c ,oc )=—1. 


11. 试 证 : 线束 s 上 的 射影 变换 名 一 此 当 且 仅 当 a 十 4 一 0 时 是 一 个 对 合 变换 


12. 假设 一 个 对 合 变 换 的 两 对 彼此 对 应 的 点 的 非 齐 次 射影 坐标 分 别 是 下 列 二 次 方程 的 
根 , 试 求 这 个 对 合 变 换 表 达 式 : 

(1) aiz2z 十 DZ 十 cl 一 0 (al 天 0) 3 (2) azz2z 十 加 zz 十 cz 一 0 (az 天 0). 

13. 试 求 : 直线 上 上 两 对 点 y*z 和 w,v 有 公共 调和 点 对 的 充分 必要 条 件 是 y ,z 一 u,v. 


射影 变换 


.如 果 直 线 5 分 别 交 三 点 形 pgs 的 三 边 pXg,pXs,sXg 于 点 a ,了 ,c , 且 这 些 点 与 直线 6 


上 另 三 个 点 a,b,c 是 直线 & 上 一 个 对 合 变 换 的 三 对 对 应 点 ,求证 : aXs,bXg,cXp 三 直线 共 点 . 
15. 求 下 列 直 射 变换 的 二 重 元 素 ,并 讨论 它们 各 属于 什么 特殊 的 直射 变换 : 


3 1 
(1)pr=z| 0 4 0 
1 1 3 
1 2 1 
(3) or 一 zl|0 1 0|; 
0 0 1 


| (2) pz = 


(4) pz =z 


rT2 
0 
LO 
fT 0 
0 
[让 


6 0 
2 0 
三 小 光 
0 1 

1 0|. 
一 2 2 


16. 设 cpc 和 a'b‘c 是 两 个 三 点 形 , 且 aXa’ ,5Xb ,cxec 三 直线 共 点 ,求证 : 存在 唯一 的 


透射 变换 把 点 a,5,c 分 别 变 为 点 


Cp 
a bc. 


17. 求 a 的 值 ,使 得 下 面 的 直射 变换 是 透射 变换 ;: 


7 
pT, Dy 


‘ 入 
OZi = Zicosa 十 zzsina， 


了 。 
PX; 一 一 ZiSina 十 zzcosa， 


18， 如 果 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 是 另 一 个 已 知 三 角形 三 个 高 线 的 垂 足 , 则 这 个 三 角形 
叫做 另 一 个 三 角形 的 垂 足 三 角形 . 试 证 : 三 角形 的 每 一 条 高 线 平分 对 应 的 垂 足 三 角形 的 一 


个 角 . 


19. 设 M 是 线段 AB 的 中 点 ,P 是 不 在 直线 AB 上 的 一 个 已 知 点 , 限 用 直 尺 作 过 点 P 且 


平行 线段 AB 的 直线 . 


” 配 极 变换 与 二 次 曲线 


本 章 首 先 讨论 配 极 变换 ,并 且 给 出 其 分 类 ;然后 在 此 基础 上 导 
出 二 次 曲线 的 概念 ,进而 讨论 二 次 曲线 的 射影 性 质 和 射影 分 类 ， 同 
时 也 将 着 重 讨论 二 次 曲线 的 射影 意义 . 


$33.1 配 极 变 换 


一 、 对 射 变换 


1. 对 射 变换 的 定义 

在 第 二 章 中 ,我 们 讨论 了 射影 平面 PP 到 P?( 可 以 P? 与 P” 重合 ) 
上 的 直射 映射 , 它 使 得 射影 平面 P: 上 的 点 映射 到 射影 平面 P* 上 的 点 ， 
射影 平面 P: 上 的 直线 映射 到 射影 平面 P* 上 的 直线 ,因而 直射 映射 又 叫 
做 同 素 映 射 . 现在 我 们 讨论 另 一 种 模式 , 它 使 得 射影 平面 P 上 的 点 映射 
到 射影 平面 P? 上 的 直线 ,射影 平面 P: 上 的 直线 映射 到 射影 平面 P ?上 
的 点 . 这 样 的 映射 就 是 所 谓 的 异 素 映 射 . 

从 代数 观点 来 看 ,把 点 z 映射 到 点 x 的 直射 映射 表达 式 是 


y: ja Pains planx| 关 0, i= 1,2,3. (1. 1) 


这 个 公式 里 的 有 序 三 实数 组 工 和 x 都 解释 为 射影 平面 的 点 坐标 . 如 果 我 
们 把 第 一 个 有 序 三 组 实数 作为 射影 平面 已 上 的 点 z, 第 二 个 有 序 三 数 实 
组 作为 射影 平面 P ?上 的 直线 ,这 时 映射 表达 式 可 以 写成 

pe = Sot plaa | 0, i= 1,2,3, (1.2) 
即 


pé2 = QzlZl 十 az2 Xs 十 a23T3, plai | 关 0. (1.3) 


| = QZl awzzz 十 Qi3Z3， 
pl 一 aslZl 十 aazzs 十 aasZ3s， 
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我 们 把 由 (1. 2) 式 所 确定 的 映射 卫 叫 做 射影 平面 P: 到 P ”上 的 对 射 映射 或 点 线 映 射 , 记 做 
PP: 工 一 &. 如 果 射 影 平 面 P? 与 P” 重合 ,这 时 映射 卫 叫 做 射影 平面 P: 上 的 对 射 变换 (简称 
对 射 ) 或 点 线 变换 . 

由 这 个 定义 立即 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 

结论 1 射影 平面 P: 到 P”?” 上 的 对 射 映射 是 一 一 映射 . 

由 (1.3) 式 可 以 解 出 zi, 得 到 


3 
AZi 一 > AuE4， A|Ani| 关 0, i= 1,2,3, (1.4) 


其 中 A 是 |ais | 中 元 素 au 的 代数 余子 式 . 这 就 是 映射 (1. 3) 的 逆 映 射 , 即 
Xri = Autit Anést Asés, 
人 | 一 As6 十 Asats 十 Asa6， 和 | Ai 天 0. (1.5) 
Ars 一 Austi+ Ast As ， 
它 把 射影 平面 P ?上 的 直线 [名 , 色 , 色 ] 映射 到 射影 平面 PP 上 的 点 z(zi ,zz ,zx;), 我 们 把 
它 叫做 射影 平面 P? 到 P* 上 的 对 射 映射 .于 是 得 到 如 下 结论 : 
结论 2 ”射影 平面 P* 到 P?” 上 的 对 射 映射 的 道 映 射 也 是 对 射 映射 . 
2. 对 射 映射 的 性 质 
定理 1.1 射影 平面 P’ 到 .P ”上 的 对 射 映射 保持 点 与 直线 的 结合 关系 不 变 . 
证 明 设 射影 平面 已 上 的 点 z(ziyzzyzs) 在 直线 E[&,&,&] 上 移动 ,于 是 有 
6zl 十 久 zz 十 名 za 一 0. (1. 6) 
把 (1.5) 式 中 的 z1 ,x2 ,zs 代入 (1.6) 式 消去 4, 得 
& Antit Anézt As€3) T&Antit Azé2t Azsés) 
十 名 (AS 十 Asze 十 As6) = 0, (1.7) 
即 
ECAubt Aut tt As) + Ak + Azé + Azé:) 
十 66(456 + Ayzét 二 Assé) = 0. (1. 8) 
这 表示 射影 平面 已 中 直线 56 上 的 点 在 射影 平面 P” 中 的 像 在 一 个 线束 中 . 设 这 个 线束 
的 中 心 是 zz (zi ,zz zs), 则 有 
XA! = Aué& 十 Ap 名 十 Ai 名， 
bp = Azé 十 4 十 Ase， 人 14 和 0， (1.9) 
Az! = AN6 + Ayé + Asé, 
即 


3 
AX'= > Auéi, A |A| 关 0， i= 1,2,3. (1, 10) 
k=1 


| 99 
83.1 配 极 变换 | 


(1. 10) 式 就 是 (1. 2) 式 导出 射影 平面 PP 上 的 直线 < 到 射影 平面 P ?上 的 点 x 的 映射 . 
因此 (1. 10) 式 和 (1. 2) 式 本 质 上 是 一 致 的 , 故 将 (1. 10) 式 所 表示 的 映射 仍 记 做 工 . 由 (1.9) 式 
解 出 名,e ye ,得 


了 ‘ 
pa 一 QIi 十 azlZ? 十 aalZs 9 


Ts Pp = awzx! 十 azzx! 二 a3!， plais | 闫 0， (1.11) 
pé&s = aa; 十 azsz; 十 aaszy， 
即 
3 
li 05 = > auz4， plaax ls0,i= 1,2,3. (1.12) 
k= 1 


从 上 面 推 导 过 程 中 可 知 , 射影 平面 PP 上 的 直线 与 点 x 相 结 合 时 (€， xz 二 0) ,经 过 射 
影 平面 已 到 P”? 上 的 对 射 映射 后 ,它们 在 射影 平面 P* 上 的 像 分 别 是 点 x 与 直线 , 则 点 
Zz 与 直线 & 仍 是 相 结 合 的 (Ee ，。 xz 二 0). 于 是 定理 得 证 . 

推论 ”射影 平面 已 到 P? 上 的 对 射 映射 把 共 线 点 变 为 共 点 线 , 同 时 也 把 共 点 线 变 为 共 
线 点 . 

定理 1.2 射影 平面 P* 到 P”?” 上 的 对 射 映射 保持 交 比 不 变 . 

证 明 设 y,z,u,wv 为 射影 平面 P* 上 共 线 的 相 异 四 点 ,它们 在 对 射 映射 卫 下 的 像 依次 为 
射影 平面 P?” 上 的 直线 7,5,gp,y. 根据 上 述 推论 可 知 直线 7 5,p,% 必 共 点 . 

现在 来 证 明 R(y，zizyo) 一 R(7559p， 轨 .分 别 取 射影 平面 P 上 共 线 四 点 y,z,u,wv 的 代 
表 y",z",u*,v" , 且 使 得 

zh 十 zz v=py’ +pz’. 
令 坟 =y" TC 一 z Tg 一 wy' 一 v' 荆 , 则 


p=u T= Ay TAhz T=Ay TA T= iy 十 25 ， (1. 13) 
y=v'T= (py” 十 paz” T= 了 十 pz 一 A17” 二 jl. (1.14) 
根据 交 比 的 定义 得 知 
R(y,z;u,v) a = R(y, ;9 1). (1.15) 
Aip42 


对 于 射影 平面 PP 上 的 直线 到 射影 平面 P?* 上 的 点 的 对 射 映射 的 情况 ,建议 读者 自己 
完成 . 

定理 1.3 如 果 厂 是 射影 平面 已 : 到 己 * 上 的 对 射 映射 , 书 是 射影 平面 P? 到 P ”上 的 
对 射 映射 ,那么 Piz 是 射影 平面 P* 到 P”?* 上 的 直射 映射 . 

证 明 设 


3 
有 0& = Danzes pilan|0, i= 1,2,3, (1. 16) 
k=1 
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Ty: p= PD bunk, plba|¥0,i= 1,2,3, (1.17) 
点 二 
则 有 
3 
Tl,: p= Soi pl cx | 天 0,i1= 二 1,2,3， 
k=1 


其 中 ei) 二 C6) Gas) ,|ca|==|6x1*|ai | 关 0. 故 Th 是 直射 映射 . 
根据 上 述 定理 ,射影 平面 PP 上 的 所 有 对 射 变换 组 成 的 集合 不 构成 群 .但 是 ,射影 平面 
P* 上 对 射 变换 的 全 体 连 同 直射 变换 的 全 体 则 构成 一 个 群 ,这 个 群 叫做 广义 射影 变换 群 . 第 
二 章 讲 的 直射 变换 群 是 广义 射影 变换 群 的 子 群 . 
例 1 已 知 射影 平面 P: 到 P'?? 上 的 对 射 映射 表达 式 
p& = Zi 37s 十 5zs， 
I: je- ZX1 一 2zs 二 3x3, 
0 人 6 一 2zl 十 4zs 一 3Zz3 
及 射影 平面 PP 上 的 点 y 二 (1,2,1) 和 直线 ?= 一 [5,1, 一 7], 又 知 射影 平面 P? 上 的 点 
zx 一 (77, 一 118, 一 132) 和 直线 引 一 [10,11, 一 4]. 
(1) 求 在 该 对 射 映射 下 射影 平面 PP 上 的 点 》 和 直线 了 在 射影 平面 P ”上 的 对 应 元 素 ; 
(2) 求 在 该 对 射 映射 下 射影 平面 P 上 的 点 > 和 直线 在 射影 平面 P: 上 的 对 应 元 素 ; 
(3) 验证 点 与 直线 的 结合 关系 保持 不 变 . 


解 ”由 题 设 知 
1 3 5 一 6 9 8 
(ax)=|1 一 2 ， 则 cos 一 13 中 
2 4 一 3 19 2 一 5 
(1) 若 有 F: y 一 了 9 一》 , 则 由 (1.2),(1.9) 两 式 得 
1 1 2 
en 一 2 4|= [12,0,7]， 
5 3 一 3 
一 6 29 19 
oa 9 一 13 2|= (一 77,118,132) 一 =， 
8 2 一 5 


(2) 若 了 :xz“ 一 上 2 一 xz, 则 由 (1.11),(1.4) 两 式 得 


1 3 5 
ce 一 z (la) = (77,—118,— 132) lL 二 汉 :| 
2 4 “= 


‘1 
$3.1 配 极 变换 
一 6 9 8 
pz= € (Ax) = [10,11, | 29 一 13 


19 2 
一 (183 ,一 61,122) 一 (3， 一 1,2). 


(3) 因为 
5 
| se 
一 ?7 
所 以 点 > 在 直线 ”上 .它们 对 应 的 直线 7 了 与 点 y 也 有 
12 
y “7 一 Caa| 0|= 一 924 十 924 一 0， 
7 


所 以 直线 了 过 点 y .因此 结合 关系 不 变 . 
二 、 配 极 变 换 的 概念 


一 般 的 对 射 变换 没有 直射 变换 那样 重要 ,我 们 不 再 深入 研究 ,但 是 其 中 有 一 种 特殊 情 
配 极 变换 , 它 与 二 次 曲线 密切 相关 . 下面 我 们 着 重 来 讨论 配 极 变 换 . 

1. 配 极 变 换 的 定义 

定义 1.1 设 y 是 射影 平面 P? 上 的 一 个 对 射 变换 . 如果 有 7 二 1( 恒 等 变 换 ) ,那么 7 叫 
做 射影 平面 PP 上 的 配 极 变换 . 

既然 X= 二 1, 那么 由 £==yY(x), 便 可 以 得 出 

7Y(€) = y[L7Y(z)] = (zx) = I(x) 一 工 (1. 18) 

由 此 得 知 , 配 极 变换 y 交换 每 一 对 应 的 点 和 直线 , 即 点 工 的 像 是 直线 ,而 直线 & 的 像 是 点 工 . 
通常 我 们 把 其 中 的 直线 叫做 点 z 的 极 线 , 而 把 点 x 叫做 直线 & 的 极点 . 于 是 关于 极点 和 极 
线 有 如 下 定理 : 

定理 1.4 在 配 极 变 换 y 下 ,车 点 z 是 直线 & 的 极点 , 则 直线 是 点 z 的 极 线 ; 反 之 , 若 
直线 是 点 的 极 线 , 则 点 xz 是 直线 & 的 极点 . 


2. 配 极 原则 

定理 1.5( 配 极 原则 ) 若 点 的 极 线 &€ 过 点 y, 则 点 y 的 极 线 7 也 过 点 工 . 

证 明 因为 点 z 的 极 线 & 过 点 y, 所 以 直线 的 极点 是 x. 又 点 y 的 极 线 是 7, 且 yE#, 根 
据 对 射 变换 保持 结合 性 , 故 必 有 zE 7 即 极 线 7 了 过 点 工 . 


形 
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由 此 可 知 , 在 配 极 变换 7 下 , 当 一 个 点 ?遍历 一 条 直线 上 上 的 每 一 点 时 ,点 y 的 极 线 
也 遍历 以 直线 的 极点 x 为 中 心 的 线 东 中 的 每 一 条 直线 ;反之 , 当 一 条 直线 遍历 线束 工 中 
的 每 一 条 直线 时 ,直线 7 的 极点 y 也 遍历 点 的 极 线 $ 上 的 每 一 个 点 ， 


3. 配 极 变换 的 表达 式 
设 对 射 变换 y 的 表达 式 为 


ei 
7: p= Danzrs, plaa|0,i= 1,2,3, (1.19) 
t=1 
即 
p& = anzxi 十 aizZzz 十 aisZs， 
7: p 总 一 aaazl 十 azzZz 十 azsZ3s， plaxs| 夫 0， (1. 20) 
p& = aalT1i 十 aazZz 十 CssZ3， 
它 的 递 变换 是 
3 
7 po 一 Paurs, plaa|#0,i= 1,2,3, (1. 21) 
k=1 
即 


pé1 = anz! 十 azz/ 十 asix!， 
i!: 反 - azz 十 azzzi 十 azy， p las|A 0. (1. 22) 
os 一 ai 十 azaz; 十 aaszy， 
由 定义 知 , 对 射 变换 7 为 配 极 变换 的 充分 必要 条 件 是 7 二 1T, 即 Y= 二 y .显然 , 当 7Y=y !' 时 ， 
其 表达 式 中 的 cx 和 au 应 成 比例 , 即 有 ax 一 Mau ,同时 au = 二 Xait. 因此 ar 一 Mau 二 AChaii) 二 
Xan; 故 村 二 1, 即 4 二 土 1. 如 果 4 二 一 1, 则 
ak 一 一 al 一 1,2,3)， 从 而 au =0 (k= 1,2,3). 


这 样 就 会 有 
0 Qi2 CQ13 0 QI12 Q13 
| aa | |Q21 0 G23 | 一 | G12 0 a23 | 一 Ql12Q23Q13 一 Q12023G13 一 0. (1.23) 
U31 32 0 Tal 423 0 


这 与 条 件 |ai | 隆 0 矛盾 , 故 4 隆 一 1. 因此 只 能 是 4 二 1. 这 就 是 说 , 若 > 为 配 极 变换 , 则 有 
: ak 一 ai (isk = 1,2,3). 
反之 ,车 ai 二 ari(i,k 王 1,2,3), 则 上 面 的 7 与 Y 的 表达 式 完全 一 致 ,于 是 y= 二 y ,因而 
7 是 配 极 变换 . 所 以 我 们 有 如 下 的 定理 : 
定理 1.6 射影 平面 PP 上 的 对 射 变换 


六 
y: p= Dauzri, plan | 0,i=1,2,3 
k=1 
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为 配 极 变换 的 充分 必要 条 件 是 ai 一 au (i,k==1,2,3). 

由 上 述 定理 可 知 配 极 变换 y 与 其 道 变换 7 的 表达 式 完 全 一 致 ,因此 在 (1.20),(1. 22) 
两 式 中 的 zx; 与 xi,& 与 如 也 就 一 致 了 .这样 一 来 ,在 其 变换 式 中 的 “'” 就 可 以 去 掉 , 故 可 将 配 
， 极 变换 统一 写成 如 下 的 表达 式 : 


3 
p& = Danzis plan | 0, an = an, isk =1,2,3 (1. 24) 
到 一 1 
或 
3 
Si DAué, ol[lAi | 关 0， A A El 2333 (1.25) 
k=1 


其 中 Ai 为 as | 中 元 素 Qik 的 代数 余子 式 . 
三 、 共 罗 点 与 共 辆 直线 


1， 共 罗 点 与 共 罗 直线 的 定义 

定义 1.2 在 配 极 变换 y 下 , 当 点 工 在 点 y 的 极 线 7 一 >(?) 上 时 , 称 点 z 共 轧 于 点 y. 

由 定义 知道 ,一 个 点 y 的 极 线 y 一 YCy) 就 是 所 有 共 示 于 点 > 的 点 的 轨迹 . 

根据 配 极 原则 ,车 点 工 在 点 y 的 极 线 上 , 则 点 y 在 点 x 的 极 线 上 . 因此 , 若 点 工 共 恩 于 点 
》，, 则 点 y 也 共 轿 于 在 点 zx. 故 称 点 zx,y 互 为 共 因 点. 

对 偶 地 ,可 以 给 出 如 下 共 思 直线 的 定义 : 在 配 极 变换 y 下 , 当 直 线 & 过 直线 5 的 极点 
y 二 7(D 时 , 称 直 线 & 共 亏 于 直线 7. 同样 ,车 直线 & 共 e 于 直线 ], 则 直线 wy 也 共 堪 于 直线 &. 
这 时 称 直线 &,7n 互 为 共 堪 直线. 


2. 点 x 共 轿 于 点 y 的 解析 条 件 
设 7 是 点 > 的 极 线 : ?一 >(y), 即 有 


3 
7: pri 一 Danyr, plan | 0， Ci 一 Ch， Zk = Ls 2 (1. 26) 
k=1 
若 点 工 共 罗 于 点 y, 则 点 工 在 直线 7 上 ,于 是 7 了 *z 一 0, 即 
3 
Dn* z=0. (1. 27) 
i=] 
3 3 
将 (1.26) 式 代入 (1.27) 式 ,得 2)( Dyanys)zxi 一 0, 即 
一】 k=1 
3 
Danzriys 一 0. (1. 28) 


对 偶 地 ,可 以 得 到 ,在 配 极 变换 (1.25) 下 ,直线 6 共 恩 于 直线 7 的 充分 必要 条 件 是 
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> Auéim = 0. (1. 29) 
由 (1. 28) 式 和 (1. 29) 式 也 可 知 ,两 点 或 直线 的 共 氏 e 关 系 是 相互 的 . 


3. 自 共 堪 点 和 自 共 思 直线 
定义 1.3 若 点 z 共 轿 于 其 自身 , 即 点 工 在 其 自身 的 极 线 上 , 则 点 工 叫做 自 共 固 点. 
由 (1. 28) 式 立即 可 以 得 出 ,点 z 为 自 共 轿 点 的 充分 必要 条 件 是 


Danzir: 一 0， lax| 关 0， dik 一 Ch， isk = 1,2,3, (1. 30) 
il 
即 
auz? 二 awxi 十 asxi 十 2awzXxixs 十 2a13Txixs 十 2a2zzzs 一 0. (1. 31) 
对 偶 地 ,我 们 有 如 下 定义 : 
定义 1.4 若 直线 共 恩 于 其 自身 , 即 直线 挟 过 其 自身 的 极点 , 则 直线 上 叫做 自 共 斩 
直线 . 
由 (1. 29) 式 立即 可 以 得 出 ,直线 为 自 共 斩 直 线 的 充分 必要 条 件 是 
DD Autiéi =0, |Aa|A0, A = Ans isk = 1,2,3, (1. 32) 
it 1 
即 二 和 
Auné€i 二 Azzéi+ AysésT 2Akib 2Anké +2Aéé = 0. (1. 33) 


由 上 面 的 定义 容易 推 得 下 面 的 结论 : 
结论 一 个 自 共 轿 点 z 的 极 线 & 是 一 条 自 共 轿 直线 ,而 且 &*x 一 0; 同样 ,一 条 自 共 思 直 
线 7 了 的 极点 > 是 一 个 自 共 轿 点 ,而 且 y* 7 二 0. 

例 2 已 知 配 极 变换 y 的 表达 式 是 

pa = Ti 十 2zs 十 3zas， 

7: | 一 2zl 十 zz 一 Ti， 

pés = 3zl ~— Zz 十 Za. 
(1) 求 点 z(1,0,4) 的 极 线 & 和 直线 wy[4,1, 一 1] 的 极点 y; 
(2) 验证 : z 和 yy 是 配 极 变换 7 下 的 共 堪 点 , 和 w 是 配 极 变换 y 下 的 共 斩 直 线 ; 
(3) 求 在 配 极 变换 y 下 的 自 共 斩 点 和 自 共 斩 直 线 的 轨迹 . 


解 这 里 已 知 
1 2 3 0 一 5 一 5 
axa)=|2 1 —1|, (Ax)=|~-5 一 8 | 
3 —1 1 一 5 7 一 3 


(1) 将 配 极 变换 y 写成 矩阵 形式 并 代 和 人 坐标 值得 


| 
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6 Tl 1 2 3 13 
国耻 

& zd LB3 -1 1 7 
yi 0 一 5 —5F 4 0o] ro 
z| lr- = 本 | | et 
志 太 三 一 10 2 


即 所 求 极 线 和 极点 分 别 为 
of 一 zau) = [13, 一 2,7]， 
oy = Ar) = (0, 一 35, 一 10) ~ (0,7,2). 
(2) 就 点 z(1,0,4) 和 y(0,7,2) 而 言 ,有 


1 2 31 50 0 
3 == lJ 1L2 2 


所 以 点 工 共 恩 于 点 y. 这 个 等 式 也 说 明 直 线 & 过 直线 的 极点 ,所 以 直线 上 和 直线 7 是 极 配 
变换 y 王 的 共 斩 直 线 . 
(3) 自 共 斩 点 的 轨迹 方程 是 


1 2 3 Tl 
(Zi »T2 Za ) : 1 es | 四 Fa 0， 
3 “js 


即 ZT? 十 XT 十 X93 十 4z1xs 十 6X1X3 一 2X2X3 二 0s 
自 共 斩 直 线 的 轨迹 方程 是 
0 一 5 —5]r 
see 一 8 | |e- 
一 5 7 一 3 Le 
即 8 十 3 名 十 10& 十 10&1& 十 10&163 一 14&,&, 二 0. 


四 . 由 配 极 变 换 导 出 的 一 维 对 合 变 换 
由 配 极 变换 导出 的 在 直线 和 线 东 上 的 对 合 变换 ,对 今后 的 讨论 起 着 重要 的 作用 . 


1. 配 极 共 罗 点 (直线 ) 的 对 合 的 定义 

设 在 配 极 变换 y 下 ,点 z 是 直线 & 的 极点 , 即 直线 & 是 点 z 的 极 线 , 在 直线 & 上 的 点 
yz,ayo 的 极 线 依次 为 79,5,g,y，…( 图 3-1). 根据 配 极 原则 知 ,这 些 直线 都 过 点 z+, 因而 
是 线束 x 中 的 直线 ,于 是 有 
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Rly,zsyu,v) = Rly Es;9)). 
车 不 是 自 共 轿 直线 , 则 直线 不 过 其 极点 xz. 于 是 直线 & 必 
与 直线 wy,5,p,y，… 相交 . 令 其 交点 分 别 为 yz ww sv ,…, 则 y,z， 
zu 分 别 与 了 ,zx ,ww ,Vv ,… 成 共 轿 点 对 ,而 且 有 RCy,&;9,Y) 一 
R(y yz u,v), 故 有 RO(y,z;usv) 二 R(y ,z ;u,v ), 于 是 


ECysZyuUs Us) AECY 2 suU sv se ). (1.34) 
大 这 是 直线 & 上 的 一 个 射影 变换 @, 它 使 得 对 于 直线 & 上 任何 一 对 共 
斩 点 > ,yy , 恒 有 


y = By), y= Bl(y'). 

故 更 为 对 合 变换 . 这 个 对 合 变换 是 由 配 极 变 换 y 导出 来 的 . 

定义 1.5 给 定 射影 平面 已 上 的 配 极 变换 y, 在 非 自 共 斩 直线 & 为 底 的 点 列 中 ,点 y 到 
它 的 共 堪 点 y 的 变换 是 一 个 对 合 变换 ,这 个 对 合 变换 叫做 配 极 变换 > 在 直线 & 上 导出 的 对 
合 变换 ,或 叫做 配 极 共 斩 点 的 对 合 , 记 做 7. 

对 偶 地 ,我们 有 如 下 定义 : 

定义 1.6 给 定 射 影 平面 PP 上 的 配 极 变换 y, 在 以 非 自 共 轿 点 为 中 心 的 线束 中 ,直线 
7 到 它 的 共 斩 直 线 7 的 变换 是 一 个 对 合 变换 ,这 个 对 合 变换 叫做 配 极 变换 y 在 线束 z 上 导出 
的 对 合 变换 ,或 叫做 配 极 共 斩 直 线 的 对 合 , 记 做 7-. 


2. 导出 对 合 的 类 型 

由 配 极 变换 y 导出 的 对 合 变换 ye 和 7y:z 有 什么 关系 呢 ? 我 们 知道 ,如 果 非 自 共 轿 直线 & 
在 变换 y 下 的 极点 是 x ,那么 对 合 变换 六 的 每 对 对 应 直线 必定 过 对 合 变换 ye 的 一 对 对 应 点 . 
由 于 对 合 变 换 没有 抛物 型 的 ,所 以 , 当 且 仅 当 ys 是 双 曲 型 (或 椭圆 型 ) 时 ，y: 有 两 个 二 重点 
(或 无 二 重点 ) ,因而 ;有 两 条 二 重 直 线 (或 无 二 重 直 线 ), 即 7. 为 双 曲 型 (或 椭圆 型 ). 也 就 是 
说 ,ys 和 7 一 定 同 为 双 曲 型 或 同 为 椭圆 型 . 于 是 有 如 下 和 定理， 

定理 1.7 在 配 极 变换 y 下 , 设 非 自 共 轿 直线 & 的 极点 为 x, 则 7 在 直线 上 和 线束 x 上 
导出 的 对 合 变换 ye 和 7, 同 为 双 曲 型 或 椭圆 型 . 


3. 直线 上 的 自 共 思 点 与 线束 上 的 自 共 思 直线 . 
定理 1.8 ”对 于 一 配 极 变换 y, 一 条 自 共 罗 直 线 上 必 有 且 只 有 一 个 自 共 罗 点 ( 即 它 的 极 
点 ) ,一 条 非 自 共 轿 直 线 上 没有 或 恰 有 两 个 自 共 示 点 . 
证 明 设 6 为 自 共 斩 e 直 线 , 则 其 极点 z 必 在 直线 £& 上 ,因此 z 为 自 共 罗 点 . 若 直 线 & 上 又 
有 一 个 异 于 点 z 的 自 共 示 点 y, 则 其 极 线 7 应 过 点 y. 根据 配 极 原则 ,点 y 在 点 z 的 极 线 & 
上 , 则 点 必 在 点 y 的 极 线 ) 上 ,也 就 是 极 线 1 也 过 点 z. 于 是 直线 上 和 7 都 过 点 zx 和 y, 故 直 
线 1 与 6 重合 ,从 而 其 极点 z 与 y 亦 重合 ,与 所 设 矛盾 . 所 以 自 共 罗 直 线 E 上 必 有 且 只 有 一 个 
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自 共 亏 点 . 

设 9 为 非 自 共 思 直线 , 且 配 极 变 换 7 在 直线 pg 上 导出 对 合 变换 y。. 若 y 是 椭圆 型 的 对 
合 变换 , 即 没 有 二 重点 , 则 直线 p 上 无 自 共 思 点 ; 若 y* 是 双 曲 型 的 对 合 变 换 , 即 有 两 个 二 重 
点 , 则 直线 p 上 有 两 个 共 绒 点 .于 是 定理 得 证 . 1 

对 偶 地 ,我们 有 下 面 的 结论 : 

定理 1.9 对 于 配 极 变换 y, 一 个 自 共 元 点 必 有 且 只 有 一 条 自 共 轿 直 线 通 过 ( 即 它 的 极 
线 ) ,一 个 非 自 共 示 点 没有 或 恰 有 两 条 自 共 轿 直线 通过 . 

例 3 已 知 配 极 变换 


1 2 3 
7: pé= zxA, A 一 2 1 = 多 
3: 5] 1 


求 y 分 别 在 直线 &==[0,1,3]J 上 和 以 点 x 二 (1,0,1) 为 中 心 的 线束 上 导出 的 对 合 变 换 ys 和 7， 
的 表达 式 , 并 判断 它们 的 类 型 . 
解 ” 配 极 变 换 y 可 写成 如 下 形式 : 


5 7 3 
这 里 A 的 元 素 与 A 的 伴随 和 矩阵 的 元 素 相差 一 个 符号 ,这 对 配 极 变换 没有 影响 (由 于 o 的 原 
因 ). 
(1) 求 yy: 
首先 ,由 7Y 求 得 直线 & 的 极点 a 二 (20, 一 13,2). 由 于 a*& 关 0, 所 以 不 是 自 共 思 直 线 ， 
因而 y 在 直线 上 上 导出 一 个 对 合 变换 ye. 要 求 出 这 个 对 合 变换 ,只 要 在 直线 上 上 找 出 它 的 两 
对 对 应 点 ,这 两 对 对 应 点 也 就 是 关于 7 的 两 个 共 斩 点 对 . 为 此 ,在 直线 上 上 取 两 个 点 : 
太一 (1,3, 一 1)， 昂 一 (1;0,0)， 
并 利用 y 求 得 它们 的 极 线 依 次 是 
n=[4,6,—1], w= [1,2,3]. 
于 是 点 y1 ,yz 的 共 箔 点 依次 是 
y=mXé= (9,—12,4), y= m XE€= (3,— 3,1). 
由 直线 & 上 两 个 共 赤 点 对 y1 ,yi 和 yz, 交 所 确定 的 对 合 变换 就 是 7. 为 了 求 出 ys 的 表达 
式 ,我 们 在 直线 上 建立 齐 次 坐标 系 . 取 y1 ,yi1,yz 为 参考 点 ,使 它们 的 坐标 依次 为 (1,0)， 
(0,1),(1,1), 并 求 得 点 yz 的 坐标 为 (一 7,16). 设 yx 的 表达 式 是 
oil = an 十 aizhz， 


x 1 oa 十 aizaz) 兴 0. 
CA2 一 GahAl QII42， 
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由 (1 0) 一 (0,1),(1,1) 一 (一 7,16) 容 易 求 得 au 一 0, al 一 一 102 ,021 = 16p2 (pz 关 0), 所 以 Ye 
的 表达 式 是 


p41 二 一 7A2， 
p42 = 16A1. 
0 一 7 了 六 7 7 
因为 -一 16 | 二 一 448<-0 (或 下 (和 3.y1 3 Y2 ,3y) 一 一 7/16<0, 可 知 JI yy ;2 ) ,所 
以 xy 是 双 曲 型 对 合 变换 . 
(2) 求 yr: 


由 7y 求 得 点 z 一 (1,0,1) 的 极 线 5 二 [4,1,4j. 由 于 xz，8 关 0,, 所 以 不 是 自 共 思 e 点 ,因而 

7 在 线束 xz 上 导出 一 个 对 合 y-. 取 线 东 xz 中 的 两 条 直线 ，: 
三 一 [1,1,1]， 7 一 [一 2,3,2]， 
由 7Y 求 得 它们 的 极点 依次 是 
zl = (0,4,—1), zx” 一 (1;0, 一 1)， 
于 是 直线 六 ,mm 关于 YY 的 共 轿 直线 依次 是 
六 一 zi X 工 一 [一 4,1,4]， = zx Xzr= [0,2,0] ~ [0,1,0]. 

由 线束 z 中 两 个 共 印 直线 对 嫉 , 刀 和 产 , 玫 所 确定 的 对 合 变换 就 是 7;. 我 们 在 线束 z 上 
建立 齐 次 坐标 系 , 取 为, 有 ,如 为 参考 直线 ,使 它们 的 坐标 依次 为 (1,0),(0,1),(1,1), 并 求 得 
及 的 坐标 为 (2,1) ,于 是 容易 求 出 7 的 表达 式 为 


pt = 2&, 
p 人 一 后. 
0 2 
因为 4 一 人 :|=s>。 (或 民有 ) 一 2>0, 则 六 ,下 一 六 ) ,所 以 7 是 椭圆 型 
对 合 变换 . 


五 、 自 配 极 三 点 形 


1. 自 配 极 三 点 形 的 定义 
设 非 自 共 印 直 线 上 上 有 相 异 的 两 个 共 斩 点 y,z (图 3-2) , 则 点 y 的 极 线 7 必 过 点 z, 点 = 
”的 极 线 必 过 点 y, 从 而 点 z= 二 wnX& 为 直线 & 的 极点 ,也 就 是 说 ,三 点 形 
zyz 每 一 顶点 的 极 线 是 它 的 对 边 , 生 每 一 条 边 的 极点 是 它 的 对 顶点 . 由 
此 引入 下 面 的 定义 ， 

定义 1.7 车 三 点 形 的 每 一 个 顶点 的 极 线 是 它 的 对 边 ,那么 该 三 
点 形 叫 做 自 配 极 三 点 形 . 
图 3-2 可 以 推 得 , 自 配 极 三 点 形 的 每 一 条 边 的 极点 就 是 它 的 对 顶点 . 


- 量 1 
8$3.1 配 极 变换 量 


2. 配 极 变换 的 标准 形 

取 一 个 自 配 极 三 点 形 的 顶点 为 坐标 三 点 形 , 配 极 变换 7 的 表达 式 
和 自 共 轿 点 (直线 ) 的 条 件 的 解析 式 就 可 以 简化 . 

设 配 极 变换 y 的 表达 式 为 


3 
pé = Dauza, plan|#0, au = an, isk= 1,2,3. (1. 35) 
k=1 


如 果 变 换 y 把 a; 变 为 6;(i 一 1,2,3), 则 从 di6 得 到 p1(1,0,0) 二 (1,0,0) (a4i) ,于 是 a 王 
Pl 21 一 43l 二 0; 从 心 一 9 ,d; 一 6 可 得 


CQ22 一 02， ai 一 a = 0， 233 一 03， als 一 aza 一 0. 


uli 0 0 
因此 |aa |= 0 az 0 |=aaz as. 
0 0 U33 


故 CEA A 令 Q11 ，Q22 ,a3 分别 为 bi ,b: ,b , 则 得 
7: p6 一 Drip 天 0 六 和 0 一 1,2,3 


或 X ori o 天 0， 2 天 0， i=1,2,3. | 
于 是 得 到 下 面 的 定理 : 
定理 1. 10 ”如果 以 配 极 变换 > 的 一 个 自 配 极 三 点 形 作 为 坐标 三 点 形 , 则 变换 y: z 一 6 
Y: 06 一 Di 0 天 0， 六 天 0 一 1,2,3 (1.36) 
或 7: oxi o 0， 2 天 0， i 二 1],2,3. (1. 37) 


(1. 36) 式 或 (1. 37) 式 称 为 配 极 变 换 y 的 标准 形 . 由 此 定理 可 得 到 下 面 的 结论 : 
定理 1.11 如 果 以 配 极 变换 y 的 一 个 自 配 极 三 点 形 作 为 坐标 三 点 形 , 则 点 z 共 亏 于 点 
y 的 充分 必要 条 件 是 


bixiy1 bz2 yt brsys 一 0， (1. 38) 
直线 共 斩 于 直线 7 的 充分 必要 条 件 是 
1 1 1 
Den 十 记名 衣 十 声名 = 0. (1. 39) 


证 明 必要 性 根据 (1. 36) 式 ,点 y 的 极 线 7 的 坐标 应 为 [和 ,bzyzsb3y3j. 由 点 工 共 
斩 于 点 > 可 知 直 线 7 必 过 点 zx, 于 是 
Z。1 一 0， 从 而 bzxiyi 十 bizx2 yz 十 bx ys 二 0. 


同样 ,直线 5 的 极点 y 的 坐标 为 ( 产 , 产 办 , 产 加 ). 由 直线 6 共 思 于 直线 7 可 知 点 y 必 
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在 直线 &¢ 上 ,于 是 
y*& 二 0， 从 而 闫 名 从 十 声名 办 十 闫 名 加 一 0， 
充分 性 ”只 需 由 必要 性 的 证 明 逆 推 回 去 即 得 . 
推论 ”对 于 由 (1. 36) 式 所 确定 的 配 极 变换 y, 点 是 自 共 胃 点 的 充分 必要 条 件 是 
bx? 二 boxi 十 bx? 二 0， (1. 40) 
即 y 的 全 体 自 共 恩 点 组 成 的 集合 是 方程 (1. 40) 的 全 体 非 零 解 组 成 的 集合 ; 直线 是 自 共 斩 
直线 的 充分 必要 条 件 是 
产 加 十 直角 十 顽 羡 一 0， (1.41) 
即 7 的 全 体 自 共 示 直 线 组 成 的 集合 是 方程 (1. 41) 的 全 体 非 零 解 组 成 的 集合 . 
在 代数 中 ,给 出 一 个 对 称 二 次 型 
az 二 azz x? 十 assz3 十 2aizizs 十 2aiszlza + 2az3 Tx2 Ta, 
可 以 通过 线性 变换 化 为 对 角形 
by by’ + bys. 
现在 这 里 给 出 一 个 几何 解释 : 因为 对 称 二 次 型 结合 着 一 个 对 称 和 矩阵 P, 我 们 可 把 已 解释 为 
配 极 变换 ,由 P 可 以 选取 一 个 自 配 极 三 点 形 , 只 要 把 这 个 自 配 极 三 点 形 作为 新 的 坐标 三 点 形 
进行 坐标 变换 , 则 二 次 型 就 变 为 对 角形 ,因此 这 样 的 线性 变换 实际 上 就 是 进行 坐标 变换 . 


六 、 配 极 变 换 的 类 型 


1. 配 极 变 换 的 分 类 

我 们 知道 ,对 于 任何 一 个 配 极 变换 y, 以 一 个 自 配 极 三 点 形 为 坐标 三 点 形 时 , 必 可 将 它 化 
为 标准 形 

y: o8 = bx, p80 b 0,i=1,2,3. 
且 其 自 共 示 点 的 轨迹 为 
站 zi 十 加 好 十 bz 一 0， 

这 里 三 个 系数 bb ,6b ,bs 可 以 同 号 或 异 号 ,因为 op 可 以 变 号 ,所 以 同 为 正 号 或 同 为 负 号 是 一 样 
的 ,可 以 都 作为 同 号 看 待 . 同样 ,二 正 一 负 和 二 负 一 正 的 情形 可 以 都 看 做 二 正 一 负 的 情形 . 对 


于 三 个 都 是 正 号 的 情形 ,方程 (1. 40) 和 (1. 41) 都 没有 非 零 解 , 即 没 有 自 共 恩 点 和 自 共 恩 直 


线 . 根据 这 一 事实 ,可 以 把 配 极 变换 进行 分 类 . 
定义 1.8 车 配 极 变换 y 存在 自 共 轿 点 ,那么 y 叫做 双 曲 型 配 极 变换 ; 若 没 有 自 共 思 点 ， 
那么 y 叫做 椭圆 型 配 极 变换 . 


2. 配 极 变换 类 型 的 判别 
我 们 如 何 来 确定 配 极 变换 的 类 型 呢 ? 当然 可 以 把 它 化 为 标准 形 来 判定 ,但 这 是 相当 复 


杂 的 . 为 此 ,我们 来 利用 导出 的 对 合 变换 . 若 y 是 椭圆 型 配 极 变换 , 则 在 此 变换 下 没有 实 的 自 
共 轿 点 和 自 共 罗 直 线 . 于 是 y 在任 一 直线 & 上 和 任 一 线束 z 上 导出 的 对 合 变换 ye 和 7Y, 都 是 
椭圆 型 的 ;反之 ,我 们 有 如 下 定理 : 

定理 1.12 若 一 点 a 在 一 直线 ”上 , 即 a* wy 二 0, 并 且 配 极 变换 y 在 直线 7 上 和 线 东 a 
上 导出 的 对 合 变换 y, 和 7。 都 是 椭圆 型 的 ,那么 y 是 椭圆 型 配 极 变换 . 

证 明 取 点 a 为 坐标 三 点 形 的 顶点 ds( 图 3-3). 因为 y, 是 椭圆 型 的 , 故 直线 7 上 无 自 共 
思 点 ,因此 点 ds 在 直线 % 上 的 共 轿 点 必 异 于 点 d2. 取 点 a 一 dz 的 共 轿 点 作为 ds , 取 点 d; 和 
ds 的 极 线 5, 一 Y(d;) 和 6 二 Y(qd;s) 的 交点 为 点 di, 则 =Y(7. 于 是 坐标 三 点 形 didzds 是 自 
配 极 三 点 形 , 从 而 配 极 变 换 y 的 自 共 轿 点 的 轨迹 是 

Spr 二 0，b; 关 0,1i1 二 1,2,3， 


k=1 


即 


br?i+bri+bri=0, b0,i1=1,2,3. 
由 于 7, 是 椭圆 型 的 , 即 ?一 9 上 不 含 自 共 示 点 ,因而 直线 全 : zi 王 0 图 3-3 
与 轨迹 如 zi 十 bx 十 baxi 一 0 没有 实 交点 , 即 bzxi 十 bszi 一 0 没有 实 的 非 
零 解 ,所 以 bs 与 5b， 同 号 . | 
又 由 于 7,( 即 yz ) 与 x, 是 同类 型 的 对 合 变 换 , 是 7。 是 椭圆 型 的 ,所 以 ys, 也 是 椭圆 型 的 ， 
即 直线 6;: z 一 0 上 不 含有 自 共 轿 点 ,从 而 6 : zz 二 0 与 轨迹 bx? 十 bz 十 bs 一 0 也 没有 实 
交点 , 即 bxi 十 bsz3 一 0 没有 实 的 非 零 解 , 故 5b 与 6b; 同 号 . 
综 上 可 知 ,bi ,ps ,bs 同 号 , 故 轨 迹 bxi 十 boz 十 bsx3 二 0 不 含有 实 点 ,从 而 配 极 变换 y 是 
椭圆 型 的 . 
配 极 变 换 的 类 型 除了 可 用 导出 的 对 合 变换 来 判定 外 ,还 可 用 变换 表达 式 的 系数 来 判定 ， 
即 有 如 下 定理 : 
定理 1.13 配 极 变 换 (1. 24) 或 (1.25) 是 椭圆 型 的 充分 必要 条 件 是 
anaz—as>0, 有 且 anl|ax|>0. (1. 42) 
证 明 ”充分 性 设 配 极 变换 7 在 6s 中 有 两 点 (zi,zs,0) 和 (Cyi,y2,0) 为 共 轿 点 对 ,由 
(1. 28) 式 可 得 
azlyi TT a (Xiyz 二 Xay1) 二 arrzys 一 0， (1.43) 
故 在 y;, 下 8 上 的 点 为 二 重点 的 充分 必要 条 件 是 
auzx? 十 2aizzlzz 十 azzzz 一 0. 
当 aaaz 一 az 之 0 时 ,此 方程 无 解 , 即 7, 是 椭圆 型 的 . 
对 偶 地 , 当 AzsAss 一 A 之 0 时 ,ya 是 椭圆 型 的 . 因为 


Ce i Le 0 Se < 
Azs = ailda3s Ql3. Ass 一 aia22 ai， Azss 一 alzai3 QI11C23， 


111 
$3.1 配 极 变换 


LL 


2 


“第 三 章 配 极 变换 与 二 次 曲线 


所 以 


= 2 2 2 
Azz A — Az3= (aiass 一 a13)(ailazz — Al2) 一 (alizals 一 GilQ23 ) 


= Qil(aiazzaas 十 2aizaisass 一 azzai 一 aasat — auass) 
= an |an |. 
故 条 件 (1.42) 是 充分 条 件 . 
必要 性 ”车 7 是 椭圆 型 的 , 则 6; 上 无 自 共 元 点 , 即 y, 是 椭圆 型 的 , 故 auaz 一 aa 之 0. 同 
理 ,yz 也 是 椭圆 型 的 ,从 而 Azz Ass 一 A5 盖 0， 即 Qll |ai | 之 0, 所 以 条 件 (1l. 42) 是 必要 条 件 . 
由 定理 的 证 明 过 程 可 知 , 其 充分 必要 条 件 可 换 成 其 他 形式 ,请 读者 完成 . 
例 4 已 知 配 极 变换 


3 4 一 8 一 | Ti 
7:0 一 | 一 8 16 11 2 | ， (1.44) 
& -1 1 7jlz, 


试用 自 配 极 三 点 形 把 它 化 为 标准 形 . 

解 ” 取 一 点 a= 二 (1,0,1), 由 变换 式 (1. 44) 求 得 a 的 极 线 a 二 [1,1,2]. 在 直线 a 上 取 一 
点 5 一 (1, 一 1,0), 则 瑟 的 极 线 8 一 [一 1,2,1. 记 c=xXp= (一 3, 一 3,3) 一 (1,1, 一 1), 则 三 点 
形 abc 是 关于 7 的 自 配 极 三 点 形 . 

设 坐 标 变换 


3 
GTi 一 Deays, olcu| 关 0， 1 一 1,2,3 (1. 45) 
k=1 


把 参考 三 点 形 d1did; 变 为 自 配 极 三 点 形 , 即使 di 一 a,di;-> b,d;-> c. 为 简单 起 见 , 令 
ee 二 a 十 b 十 c= 二 (3,0,0) ,把 对 应 点 代入 (1.45) 式 ,经 计算 得 到 


oT1 二 1 十 yz 十 ya Xi 1 1 yl 
GZ2 一 一 yz 十 ys， 即 G1 2 | 一 0 一 1】 yz2 | . (1.46) 
1 0 一 吉 [Lw 


GZ3 一 JI 3J3， 
配 极 变 换 y 的 自 共 亏 点 的 轨迹 为 
4 一 8 —11rz 
Grr rs = 16 | = 0. (1. 47) 
-1 1 7 | 


Xs 


把 (1. 46) 式 代入 (1. 47) 式 , 便 得 


1 0 1 4 一 8 一 霹 彤 1 11fyi 
《yy yz yys) 一 上 | 区 16 | 二 | 2» 0, (1.48) 
1 1 —1il—1 11l1 7 Li 0 一 二 Lys 


即 


Ly syY2 ，y3 J 


9 0 0 yl1 1 0 0 1 
0 36 | "| 亦 即 [yiyyzsy3110 4 0|| yz|= 0. 
0 0 一 9 0 0 —1Ly, 


所 以 7 的 标准 形 是 


1. 给 出 对 射 变换 卫 : zx>& 的 四 对 元 素 为 
(0,0,1) > [1,—1,—1], (0,1,0)—>[1,—1,1], 
(1,0,0) = [—1,—1,1], (1,2,3) —> [0,1,2], 

求 变 换 卫 的 表达 式 . 
2. 设 对 射 变换 本 为 


2 1 0 
T:pE =zx| 1 3 1|, 
一 1 2 一 1 


求 点 4 二 (1,0,1) 的 对 应 直线 和 直线 a 二 [0,1,2j] 的 对 应 点 . 
3. 证 明 :, 射影 平面 P? 上 的 全 体 对 射 变换 所 组 成 的 集合 不 是 一 个 群 ;全 体 对 射 变换 与 全 
体 直 射 变换 合并 在 一 起 所 组 成 的 集合 构成 一 个 群 . 


4. 设 有 配 极 变换 
p6 = 271 一 Ta， 
7 : | = 
Ppés 一 一 Zi Zz. 
(1) 求 直线 6 二 [1,1,1] 的 极点 ; (2) 求 自 共 轿 点 的 轨迹 方程 ， 


(3) 求 y 在 直线 6=[1,1,1] 上 导出 的 对 合 变换 ; (4) 判定 配 极 变换 y 的 类 型 . 
5. 求 配 极 变换 
1 一 2 1 
三 :2 2 :| 


7Y: 0 一 工 


Be 
的 自 共 轿 点 和 自 共 轿 直线 的 轨迹 . 

6. 试 证 : 一 条 非 自 共 轿 直线 《上 车 有 两 个 自 共 轿 点 u,v, 则 u,v 分 隔 直 线 & 上 的 每 一 对 
共 思 点 . 
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第 三 章 ， 配 极 变换 与 二 次 曲线 


3$3.2 二 次 曲线 


二 次 曲线 不 但 是 初等 几何 的 研究 对 象 ,而 且 也 是 射影 几何 的 研究 对 象 ,只 不 过 射影 几何 
讨论 的 是 它 的 射影 性 质 .本 节 首 先 在 配 极 变换 的 基础 上 给 出 二 次 曲线 的 代数 定义 (Staudt 定 
义 ) ,然后 利用 Steiner 定理 给 出 它 的 几何 定义 (Steiner 定义 ). 


一 、 二 次 曲线 的 概念 


1. 二 次 曲线 的 定义 
如 上 节 讨 论 ,如 果 配 极 变换 


7Y: pé& = > aur plaa | 关 0， ak = ari, isk = 1,2,3 
是 双 曲 型 的 , 则 变换 y 必 存 在 自 共 亏 点, 且 自 共 堪 点 的 轨迹 方程 是 

(Or DJ arizs 一 0， |an| 关 0， ak 一 ay irok = 1,2,3, (2.1) 
即 本 


C: auzi + a xr? + asszt + Zaz rizz 十 2aiszizs 十 2azxzzzs 一 0. 
如 果 把 双 曲 型 配 极 变 换 的 一 个 自 配 极 三 点 形 作为 坐标 三 点 形 , 则 上 式 可 化 简 为 如 下 标准 
形式 : 
C: bz? +bri t+ bri = 0, (2. 2) 
其 中 b1 ,bi,b3 三 数 的 符号 为 二 正 一 负 . 方程 (2.2) 应 有 无 限 多 组 解 , 故 双 曲 型 配 极 变 换 必 有 
无 限 多 个 自 共 思 点 . 
对 偶 地 , 双 曲 型 配 极 变 换 必 有 无 限 多 条 自 共 斩 直 线 . 
定义 2. 1(Staudt 定义 ) 一 个 双 曲 型 配 极 变换 的 自 共 轿 点 的 轨迹 ,叫做 点 二 次 曲线 . 一 
个 双 曲 型 配 极 变换 的 自 共 柜 直线 的 集合 ,叫做 线 二 次 曲线 . 点 二 次 曲线 和 线 二 次 曲线 统称 
为 二 次 曲线 . 
根据 定义 ,由 双 曲 型 配 极 变换 y 所 确定 的 点 二 次 曲线 C 的 方程 为 (2. 1) ,而 所 确定 的 线 
二 次 曲线 C 的 方程 是 
C', Ante, 一 0， |Aai|¥0, A =A, i,k=1,2,3, (2.3) 
即 C : Au€t+AnEE AG +2ALé b+2As kd +2A été = 0, 
其 中 Ai 是 |ai | 中 元 素 ai 的 代数 余子 式 . 


车 C 是 由 双 曲 型 配 极 变换 y 所 确定 的 点 ( 线 ) 二 次 曲线 ,我 们 把 y 的 自 共 轿 直线 (点 ) 叫 
做 点 ( 线 ) 二 次 曲线 C 的 切线 ( 切 点 ) ,其 中 切线 上 (过 切 点 ) 的 自 共 生 点 (直线 ?就 叫做 点 ( 线 ) 


二 次 曲线 C 的 切 点 (切线 )， 

由 于 过 点 二 次 曲线 C 上 的 每 一 点 有 且 只 有 一 条 自 共 罗 直 线 ( 线 二 次 曲线 上 的 线 ), 同 时 
线 二 次 曲线 C 上 的 每 一 条 自 共 思 直线 上 有 和 且 只 有 一 个 自 共 轿 点 (点 二 次 曲线 上 的 点 ), 所 以 ， 
”一 个 双 曲 型 配 极 变换 y 所 确定 的 点 二 次 曲线 C 也 就 是 变换 y 所 确定 的 线 二 次 曲线 C 的 包 
络 ; 而 一 个 双 曲 型 配 极 变 换 y 所 确定 的 线 二 次 曲线 C 也 就 是 变换 y 所 确定 的 点 二 次 曲线 C 
的 切线 集合 . 因此 我 们 把 由 同一 双 曲 型 配 极 变换 所 确定 的 点 二 次 曲线 和 线 二 次 曲线 看 做 等 
价 的 . 也 正 是 因为 这 个 原因 ,有 人 把 它们 看 做 统一 的 一 条 二 次 曲线 . 

点 二 次 曲线 (2. 1) 与 线 二 次 曲线 (2. 3) 虽 然 是 由 同一 个 双 曲 型 配 极 变换 确定 的 ,但 是 构 
成 的 形式 是 不 同 的 ,其 方程 也 各 不 相同 . 由 于 它们 具有 对 偶 性 ,以 后 在 不 加 区 分 的 情况 下 ,我 
们 所 讨论 的 二 次 曲线 就 是 指点 二 次 曲线 ,而 线 二 次 曲线 的 相应 内 容 可 利用 对 偶 性 得 到 . 

每 一 个 双 曲 型 配 极 变换 7 确定 一 条 二 次 曲线 C, 从 上 面 配 极 变换 y 的 表达 式 和 二 次 曲 
线 C 的 方程 可 以 看 出 ,它们 的 系数 是 相对 应 的 . 因此 ,给 出 一 个 变换 y 的 表达 式 就 可 以 得 到 
一 条 二 次 曲线 C 的 方程 ;反之 ,给 出 二 次 曲线 C 的 方程 就 可 以 得 到 变换 7 的 表达 式 . 同时 ,对 
于 在 变换 y 下 的 极点 、 极 线 、 共 罗 点 对 和 共 思 直 线 对 等 概念 ,我 们 也 可 以 说 它们 是 关于 二 次 
曲线 C 的 极点 、 极 线 、 共 轿 点 对 和 共 轿 直线 对 等 . 例如 ,在 变换 yY 下 ,点 xz 是 直线 & 的 极点 , 直 
线 & 是 点 z 的 极 线 ,也 可 以 说 成 点 是 直线 & 关于 二 次 曲线 C 的 极点 ,直线 & 是 点 x 关于 二 
次 曲线 C 的 极 线 ; 在 变换 y 下 ,点 zx 和 y 是 共 恩 点 对 ,直线 6 和 7 是 共 罗 直 线 对 ,也 可 以 说 成 
点 和 2》 关于 二 次 曲线 C 成 共 轿 点 对 ,直线 和 ”关于 二 次 曲线 C 成 共 轿 直线 对 . 


2. 射影 平面 上 的 点 、 直 线 与 二 次 曲线 的 位 置 关系 

在 射影 平面 P: 上 ,给 定 一 条 二 次 曲线 C. 对 于 射影 平面 P 上 所 有 的 直线 ,根据 它 与 二 
次 曲线 C 的 位 置 关 系 可 分 成 如 下 三 类 : 

(1) 切线 : 与 二 次 曲线 C 有 且 只 有 一 个 公共 点 的 直线 叫做 C 的 切线 ; 

(2) 制 线 : 与 二 次 曲线 C 有 两 个 公共 点 的 直线 叫做 C 的 割 线 ; 

(3) 不 相交 直线 : 与 二 次 曲线 C 没有 公共 点 的 直线 叫做 C 的 不 相交 直线 . 

对 于 射影 平面 已 上 的 所 有 点 也 可 分 为 如 下 三 类 ， 

(1) 一 切线 点 : 有 且 只 有 二 次 曲线 C 的 一 条 切线 经 过 的 点 叫做 C 的 一 切线 点 ,也 就 是 C 
上 的 点 ; 

(2) 二 切线 点 : 有 二 次 曲线 C 的 两 条 切线 经 过 的 点 叫做 C 的 二 切线 点 ,有 时 也 叫做 C 
的 外 点 ; 

(3) 无 切线 点 : 没有 二 次 曲线 C 的 切线 经 过 的 点 叫做 C 的 无 切线 点 ,有 时 也 叫做 C 的 
内 点 . 

关于 点 .直线 与 二 次 曲线 位 置 关 系 的 判定 ,我 们 有 如 下 定理 : 

定理 2.1 对 于 不 在 二 次 曲线 C 上 的 点 zx, 当 且 仪 当 导 出 的 对 合 变 换 y, 是 椭圆 型 (或 双 
曲 型 ) 对 合 变换 时 ,点 x 是 无 切线 点 (或 二 切线 点 ). 
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证 明 由 二 次 曲线 对 应 着 一 个 配 极 变换 y, 若 导出 的 对 合 变换 7. 是 椭圆 型 (或 双 曲 型 ) 
的 , 则 它 没 有 (或 有 二 条 ) 二 重 直线 ,因而 经 过 点 z 没有 (或 有 二 条 ) 自 共 思 直 线 , 故 点 z 是 无 
切线 点 (或 二 切线 点 )， 

反之 , 若 点 工 是 无 切线 点 (或 二 切线 点 ), 则 经 过 点 zx 没有 (或 有 二 条 ) 自 共 罗 直 线 , 因 而 
导出 的 对 合 变换 y; 没有 (或 有 二 条 ) 二 重 直线 ,所 以 对 合 变换 y, 是 椭圆 型 (或 双 曲 型 ) 的 . 

这 个 定理 的 对 偶 定 理 是 ， 

定理 2.2 对 于 不 是 二 次 曲线 C 的 切线 的 直线 &, 当 且 仅 当 导出 的 对 合 变 换 ys 是 椭圆 型 
(或 双 曲 型 ) 对 合 变 换 时 ,直线 是 与 C 不 相交 的 直线 (或 C 的 割 线 )， 

其 证 明 建 议 读者 自己 完成 . 

定理 2.3 过 二 次 曲线 C 的 无 切线 点 的 直线 是 C 的 割 线 . 

证 明 设 二 次 曲线 C 对 应 的 配 极 变换 为 7y. 若 点 z 为 无 切线 点 , 则 在 点 工 导 出 的 对 合 变 
换 y, 是 椭圆 型 的 . 车 在 经 过 点 x 的 任 一 直线 7 上 导出 的 对 合 变换 y, 也 是 椭圆 型 的 ,根据 
§ 3. 1 中 的 定理 1. 12, 则 配 极 变换 y 是 椭圆 型 的 . 这 与 由 二 次 曲线 C 所 对 应 的 配 极 变换 y 是 
双 曲 型 的 事实 矛盾 . 故 经 过 无 切线 点 z 的 任 一 直线 了 上 导出 的 对 合 y, 都 是 双 曲 型 , 即 直线 7 
是 一 条 制 线 . 

这 个 定理 的 对 偶 定理 是 : 

定理 2.4 在 二 次 曲线 C 的 不 相交 直线 上 的 点 是 C 的 二 切线 点 . 

由 于 射影 平面 上 的 任 一 直线 与 二 次 曲线 最 多 只 有 两 个 交点 ,又 由 定理 2. 1 至 定理 2. 4 
知 二 次 曲线 是 封闭 的 ,因此 一 般 用 一 个 “长 圆 ”来 直观 表示 一 条 二 次 曲线 . 


二 、 极点 与 极 线 


在 前 一 节 中 ,我 们 利用 配 极 变换 的 表达 式 来 求 极点 、 极 线 、 共 轿 点 及 共 轿 直线 . 而 我 们 知 
道 , 一 个 双 曲 型 极 变换 y 对 应 着 一 条 二 次 曲线 C. 由 双 曲 型 配 极 变换 y 得 到 其 对 应 的 二 次 曲 
线 C 后 ,我 们 就 可 以 利用 图 形 来 讨论 极点 、 极 线 、 共 固 点 及 共 轿 直线 的 作法 . 为 此 , 先 介绍 几 
个 定理 : 

定理 2.5 若 点 z,z 是 不 在 二 次 曲线 C 上 的 共 思 点 对 , 且 直 线 zXx' 交 二 次 曲线 C 于 
u,v 两 点 , 则 

RCzyz ;u,v) =— 1; (2.4) - 

反之 ,车 (2.4) 式 成 立 , 则 zx,z' 为 共 办 点 对 (图 3-4). 

证 明 设 é=xXx .由 于 在 直线 & 上 导出 的 对 合 变 换 yYs 有 二 重点 4,v, 故 它 为 双 曲 型 对 
合 变 换 . 而 xz,z 为 一 对 对 应 点 ,所 以 有 (2. 4) 式 成 立 . 反 之 , 若 忆 Et6 且 是 的 共 忽 点, 则 
R(xz,x ;usv) 二 一 1, 但 满足 (2.4) 式 的 点 是 唯一 的 , 即 之 = x , 故 zz 为 共 斩 点 对 . 

推论 车 zz 是 不 在 二 次 曲线 C 上 的 点 (图 3-5), 过 点 的 一 条 直线 7 交 二 次 曲线 C 于 
u,v 两 点 , 则 wu,v,z 的 第 四 调和 点 xz' 在 点 z 的 极 线 上 . 当 直 线 了 遍历 线束 z 的 每 一 条 直线 


时 ,点 xz’ 遍历 直线 & 上 的 每 一 个 点 . 


Xx rx’ 


和 


图 3-4 图 3-5 

定理 2.6 二 次 曲线 C 的 内 接 完 全 四 点 形 的 对 边 三 点 形 是 对 应 配 极 变换 y 的 自 配 极 三 
点 形 . 

证 明 设 二 次 曲线 C 的 内 接 完 全 四 点 形 为 abcd (图 3-6), 它 的 
对 边 三 点 形 为 wwvw, 由 完全 四 点 形 的 调和 性 有 

R(w,rz;a,d) =— 1,， 

于 是 由 本 节 定 理 2.5 可 知 w,z 与 a,d 成 调和 共 辐 点 对 同 理 
RC(w,y;c,6)= 二 一 1, 于 是 ww,y 与 c,b 也 成 调和 共 思 点 对 .所 以 ,x,y 都 
是 点 w 的 共 轿 点 , 故 点 世 的 极 线 是 完全 四 点 形 abcd 的 对 边线 uXw. 

同 理 可 证 , 点 x 的 极 线 是 vXw. 故 三 点 形 uvw 是 变换 y 的 自 
配 极 三 点 形 . ee 

下 面 以 例子 的 形式 来 介绍 点 关于 二 次 曲线 的 极 线 的 作法 . 

例 1 已 知 二 次 曲线 C 及 其 一 个 无 切线 点 z，, 求 作 点 工 关 于 二 次 曲线 C 的 极 线 . 

解 ” 作 法 如 下 : 如 图 3-7 所 示 , 过 点 工 任 作 两 条 割 线 7 ,5 分别 交 二 次 曲线 C 于 点 56,5 
与 点 cyc . 令 


u= (bX)OXY Xe), v= (8 Xe XX ), 
则 wxwv=& 是 点 z 关于 二 次 曲线 C 的 极 线 . 
事实 上 , zuv 是 二 次 曲线 C 的 内 接 完全 四 点 形 bcb'c 的 对 边 三 点 形 , 因 而 是 关于 二 次 曲 
线 C 的 自 配 极 三 点 形 , 所 以 wXwv=§ 是 点 xz 的 极 线 . 
此 种 作法 对 于 二 切线 点 也 是 适合 的 ,同时 还 可 作出 二 切线 点 的 两 切线 ,建议 读者 自己 完成 . 


x 


A 
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定理 2.7 对 于 二 次 曲线 C, 一 个 二 切线 点 的 极 线 是 过 该 点 的 二 次 曲线 C 的 两 切线 的 切 
点 连 线 . 

证 明 设 过 二 切线 点 工 的 两 次 曲线 C 的 两 切线 为 x Xy,xXz, 点 y,z 分 别 是 切 点 
(图 3-8), 则 y,z 都 是 z 的 共 罗 点 . 故 yXz 是 点 xz 的 极 线 . 

关于 切线 的 方程 ,有 如 下 定理 : 

定理 2.8 给 出 二 次 曲线 C 的 方程 


3 
Danzixr = 0, lan | 0， Wi isk=1,2,3, (2.5) 
了 二 一 | 
则 定点 y 的 极 线 方程 是 
3 
> aziye = 0. (2. 6) 
于 一] 


车 点 y 在 二 次 曲线 C 上 , 则 此 方程 即 为 过 点 y 的 切线 方程 
证 明 二 次 曲线 C 所 对 应 的 配 极 变换 y 为 


3 
pé: = >7aukrt， plaa|¥0, an =an, isk=1,2,3. (2.7) 
k=! 
令 点 3 的 极 线 为 7, 则 有 
3 
7; Daiyrs i 二 Ls 2 (2. 8) 
k=1 
极 线 7 的 方程 为 ?。 x 二 0. 将 (2. 8) 式 代 人 得 
3 
aa 一 0， 
iak=1 
即 Qu yi! 十 azz yz X2 十 aas ya 3 十 aiz 《yizs 十 yzZl) 


十 als (yizs 十 yazi) 十 az (yszs 十 yszz) 一 0， 
可 写成 
(ay 十 aizyz 十 ays)Zzl 十 (asiy 十 azzyz 十 azays)Zzs 
十 (aslyl 十 aazyz 十 assys)za 一 0. (2.9) 
所 以 方程 (2.6) 是 点 y 的 极 线 方程 . 当 点 y 在 二 次 曲线 C 上 时 ,点 y 的 极 线 即 为 过 点 y 的 切 
线 ,因此 点 y 的 极 线 方程 就 是 二 次 曲线 C 的 过 点 y 的 切线 方程 . 

例 2 已 知 二 次 曲线 C: 2z 一 站 十 zy 十 z 一 4y 十 1 二 0, 求 与 二 次 曲线 C 相 切 ,并且 分 别 
与 直线 4: z 二 y 一 0 和 疙 : 2z 一 y 一 0 平行 的 直线 . 

解 分别 与 xz 十 y= 王 0 和 2z 一 y 二 0 相 平 行 的 直线 也 就 是 与 它们 分 别 交 于 无 穷 远 的 直线 ， 
因此 所 求 直线 分 别 过 齐 次 坐标 为 A(1, 一 1,0) 和 B(1,2,0) 的 无 穷 远 点 . 经 验证 知 该 两 点 都 
是 二 次 曲线 C 上 的 点 , 故 所 求 直线 是 分 别 过 点 A 和 8B 的 二 次 曲线 的 切线 ,也 就 是 二 次 曲线 
C 关 于 点 A 和 B 的 极 线 : 


8$3.2 二 次 曲线 | 


先 写 出 二 次 曲线 C 的 齐 次 坐标 方程 ， 
2z 一 x2 十 TiXxzs 十 Zizi3 一 4xszxs 十 x 一 0， 


其 对 应 的 配 极 变 换 7 为 
2 1/2 1/2 
jel 一 1 | 


1/2 一 2 1 
于 是 ,点 A(1 ,一 1,0) 的 极 线 方程 是 


2 1/2 1/2] rz 
1/2 一 1 四 -0 即 3Z1 十 3X2 十 5x3 一 0， 


1/2 一 2 1 
其 非 齐 次 坐标 方程 为 3z 十 3y 十 5 一 0. 点 B(1,2,0) 的 极 线 方程 是 


2 1/2 1/21 Tz 
qa lip 一 工 | 四 区 即 6zi 一 37z 一 773 一 0， 


1/2 一 2 1 
其 非 齐 次 坐标 方程 为 6z 一 3y 一 7 一 0. 


三 . 二 次 曲线 方程 的 另 一 简化 形式 


上 文 已 经 指出 ,二 次 曲线 C 的 方程 的 一 般 形式 为 (2. 1) ,标准 形式 为 (2. 2). 除 此 之 外 ,二 
次 曲线 C 的 方程 还 有 另 一 种 简化 形式 . 

在 二 次 曲线 C 上 任 取 相 异 两 点 di,d;( 图 3-9) ,过 d;,d; 分 别 作 二 次 曲线 C 的 切线 61， 
人 6. 令 di 二 X66 ,二 diXds, 以 didzds 为 坐标 三 点 形 , 我 们 来 求 二 次 曲线 C 的 方程 . 

因 点 di 二 (1,0,0) 和 qd; 二 (0,0,1) 在 二 次 曲线 C 上 ,把 两 点 的 坐标 代 
人 二 次 曲线 C 的 方程 (2. 1), 得 au 二 as 二 0. 又 点 di 在 切线 8 上 ,把 点 
di 的 坐标 代入 二 次 曲线 C 的 切线 方程 (2. 6) 得 

al zl 十 azizzs 十 dix 一 0， 
但 au 一 0, 所 以 切线 8: 应 为 
az21Z2 十 asia 一 0. 图 3-9 

而 在 取 定 坐标 系 下 ,过 点 di 的 切线 是 2 : zs 一 0. 比较 切线 8 的 两 个 方程 
得 az 一 aiz 一 0. 

同样 ,点 ds 在 切线 5 上 ,得 切线 8 的 方程 为 


QaXi 十 azsZas 十 daar3 一 0， 


(1,—1,0) 


Xa 


Xs 


但 as 一 0, 所 以 切线 0 应 为 


di3X1 十 Ga2z2 一 0. 


”~ 
一 
OO 


120 
第 三 章 ” 配 极 变 换 与 二 次 曲线 


再 与 9: zi 二 0 比较 ,可 知 az 一 az 一 0， 
所 以 二 次 曲线 C 的 方程 为 


2 2 
azzZ2 十 2a13x1xs 一 0. 


由 于 
0 CQ13 
| ax | be 0 Q22 0 一 一 alaazz 天 0， 
Ql13 0 


所 以 us 天 0,az 天 0. 令 4 一 2 , 则 二 次 曲线 C 的 方程 为 <2 一 hz, zs 一 0 (hz0). 
22 


于 是 ,得 到 下 面 的 定理 ， 
定理 2.9 若 取 二 次 曲线 C 上 相 异 两 点 和 过 此 两 点 的 切线 的 交点 构成 坐标 三 点 形 ( 取 
二 次 曲线 C 上 的 两 点 为 qi ,ds), 则 二 次 曲线 C 的 方程 是 


xXxi—kriz 一 0 (和 尖 0). (2. 10) 
当 单 位 点 e 一 (1,1,1) 或 点 一 (1 ,一 1,1) 在 二 次 曲线 C 上 时 ,其 方程 则 是 
Xi — zxixs 一 0. (2. 11) 


对 偶 地 ,可 以 得 出 线 二 次 曲线 的 简化 方程 ,建议 读者 自己 完成 . 
四 、Steiner 定理 


定理 2. 10(Steiner 定理 ) 若 a 和 a 是 (点 ) 二 次 曲线 C 上 的 相 异 两 点 ,z 为 (点 ) 二 次 曲 
线 C 上 的 流动 点 , 则 由 aXx 一 a Xz 所 确定 的 线束 a 到 线束 a 上 的 映射 是 射影 映射 ,但 不 
是 透视 映射 . 
证 明 以 点 a 为 di, 点 a 为 d;, 并 且 以 分 别 过 a, a 人 两 点 的 切线 6,,6, 的 交点 为 ds 构成 
坐标 三 点 形 didzd;. 设 e 一 (1,1,1) 在 二 次 曲线 C 上 , 则 二 次 曲线 C 的 方程 是 
Xi— rixs = 0. (2. 12) 


取 直 线 E 和 & : 


86: Az2 一 pz = 0, :yx —Ari= 0. 
直线 与 6 的 交点 z= 二 (zi ,zzyZ3) 一 (je ,XsX) 满 足 (2.12) 式 ， 
故 点 在 二 次 曲线 C 上 (图 3-10). 

取 9 626s 为 坐标 三 线形 , 则 直线 é: AZz 一 ApZa 一 0 的 坐标 为 
[0,4, 一 pj], 即 
E=aXzxr= MW: — 6,. 
直线 应 属于 线束 a. 同 理 , 直线; pxz 一 4xi 二 0 的 坐标 为 
图 3-10 ep 曾 


& =a Xz 一 一 1 十 pz. 
直线 应 属于 线束 a', 因为 
R(6; ,63 ;62 + 63 ,X02 — p63) =— A/p, 
及 (6 ,62 ;01 十 8 一 好 十 pp ) =—A/p, 
” 故 点 x 沿 二 次 曲线 C 移动 时 ， 
线束 a(la X x) ~ 线束 a’(a’ X zx). 
此 射影 映射 不 是 透视 映射 ,否则 ,二 次 曲线 C 将 退化 为 透视 轴 和 a Xa 两 条 直线 ,与 所 设 
矛盾 . 
注 车 点 zx 在 a=qd 的 位 置 , 则 直线 & 成 为 切线 5, 而 直线 成 为 切线 6, ;同样 , 若 点 z 
在 a 二 ds 的 位 置 , 则 直线 & 成 为 切线 6 ,而 切线 & 成 为 切线 9. 
定理 2. 11(Steiner 逆 定 理 ) 设 线束 a(&) 到 a (2 ) 上 的 射影 映射 a(&) 和 a (Ce ) 是 非 透 
视 映 射 , 且 两 线束 中 心 a,a' 互 异 , 则 两 线束 各 对 应 直线 交点 的 集合 是 一 条 (点 ) 二 次 曲线 . 
证 明 如 图 3-10 所 示 , 以 点 < 为 小, 点 4 为 di ,并 设 线束 ca( 约 到 线束 ea (8) 上 的 射影 映 
射 为 @. 因为 @ 是 非 透 视 映射 , 故 公共 直线 5; 一 4d Xd; 不 是 二 重 直 线 . 令 
B66) =6, B60,) =O, . 
则 @6(6: 十 6: ) 一 人 十 9. 故 线 东 a(&) 中 的 直线 18: 一 /6 对 应 线束 a (2 ) 中 的 直线 10 一 62. 此 
两 直线 的 坐标 分 别 是 [0,4, 一 yj] 和 LA, 一 p,0] ,其 方程 分 别 是 
Mzrz 一 pxzs 一 0 和 AMzi 一 pz 一 0. 
上 两 方程 消去 4,p, 得 
Xi — xix: = 0, 
故 两 条 线 东 各 对 应 直线 交点 的 集合 是 一 条 点 二 次 曲线 . 
对 偶 地 ,给 出 Steiner 定理 及 其 逆 定 理 的 对 偶 定理 ， 
定理 2.12 车 a 和 a 是 ( 线 ) 二 次 曲线 C 上 的 相 异 两 直线 ,6 为 ( 线 ) 二 次 曲线 C 上 的 流 
动 直线 , 则 由 aX& 一 a X& 所 确定 的 直线 a 到 直线 a 上 的 映射 是 射影 映射 ,但 不 是 透视 映射 . 
定理 2.13 设 直 线 a 到 a 上 的 射影 映射 (zx)^a (zx) 是 非 透视 映射 , 且 两 直线 a,a 互 
异 , 则 两 直线 上 各 对 应 点 连 线 的 集合 是 一 条 ( 线 ) 二 次 曲线 . 
Steiner 定理 及 其 对 偶 定理 给 出 了 二 次 曲线 的 射影 解释 (或 几何 意义 ). 作为 Steiner 定理 
的 应 用 ,有 下 列 两 个 定理 : 
定理 2. 14 射影 平面 上 给 定 五 个 相 异 点 ,其 中 无 三 点 共 线 , 则 确定 唯一 的 二 次 曲线 (过 
该 五 点 ). 
证 明 如 图 3-11 所 示 , 设 五 点 为 a,a ,bi ,by ,bs ,其 中 无 三 点 共 线 ,以 点 4a,a 为 线束 的 中 
心 , 三 对 对 应 直线 为 
aXxXb>a Xb, axXb,—»a Xb,, aXbs—a Xb;, 
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则 确定 的 射影 映射 为 

B: alaXbisaXbsaXbs,) ra (a Xba Xpba Xbs,). 
因 bb ,2 ,bs 不 共 线 ,可 知 B 为 非 透视 映射 , 故 其 全 体 对 应 直线 交点 所 组 成 的 集合 是 过 该 五 点 
的 二 次 曲线 . 又 因为 所 确定 的 更 是 唯一 的 ,因此 过 该 五 点 的 二 次 曲线 也 是 唯一 的 . 


图 3-11 图 3-12 


定理 2.15 给 定 无 三 点 共 线 的 四 个 相 异 点 和 过 其 中 一 点 的 直线 , 且 给 定 的 直线 不 过 其 
他 三 点 中 的 任 一 点 , 则 必 有 唯一 的 二 次 曲线 过 此 四 点 ,并 且 以 给 定 直线 为 切线 . 

证 明 设 给 定 的 相 异 四 点 为 a,a ,6b1 ,bs 及 一 直线 为 8, 且 直线 & 过 点 a( 图 3-12), 则 分 
别 以 a,a' 为 中 心 的 两 线束 确定 的 射影 映射 为 

BD: ala XbisaXbysé,) Aa a Xba Xbsa Xa,…). 

故 有 二 次 曲线 过 四 点 4a,a ,bi ,bs, 且 由 aXa -> a Xa 知 ,&~aXa 是 该 二 次 曲线 的 切线 . 又 
因 @ 是 唯一 的 , 故 过 由 点 aa ,5b1 ,bs 且 以 直线 & 为 切线 的 二 次 曲线 是 唯一 的 . 

类 似 地 ,我 们 还 可 以 得 出 其 他 一 些 确定 二 次 曲线 的 定理 . 总 之 ,二 次 曲线 是 由 五 元 素 ( 点 
或 直线 ) 确 定 的 . | 


习 题 3.2 


1. 已 知 二 次 曲线 C: 好 十 3 好 十 好 一 2zizy 十 4zizs 一 0. 

(1) 试 判 别 e(1,0, 一 1) 是 二 次 曲线 C 的 无 切线 点 或 是 二 切线 点 ; 

(2) 试 判别 EL1,0,1] 是 二 次 曲线 C 的 割 线 或 是 不 相交 直线 . 

2. 已 知 二 次 曲线 C: xz? 十 Zz2 十 Zz? 一 6XT1Xz 十 2X1X3 十 2zzzxs 二 0, 点 a(0,1,1) 是 二 次 曲线 
C 的 一 个 二 切线 点 , 试 以 点 a 及 过 点 a 向 二 次 曲线 C 所 作 的 两 切线 的 切 点 b,c 为 顶点 的 新 坐 

标 三 点 形 把 二 次 曲线 C 的 方程 化 简 . 

3. 已 知 二 次 曲线 C 的 方程 是 zx? 一 zi 一 xi 二 0. 

(1) 求 确定 二 次 曲线 C 所 对 应 的 配 极 变 换 y; 

(2) 求 直线 E[1,0,2] 关于 二 次 曲线 C 的 极点 ; 

(3) 求 过 二 次 曲线 C 上 点 a(1,0,1) 处 的 切线 . 

4. 求 过 点 ae(4,3,0) 且 与 二 次 曲线 C: 2z 十 4 好 一 好 一 0 相 切 的 直线 方程 . 

5. 求 外 接 于 坐标 三 点 形 的 二 次 曲线 的 方程 和 内 切 于 坐标 三 点 形 的 二 次 曲线 的 方程 , 写 
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出 它们 的 点 坐标 和 线 坐 标 方程 . 
6. 求 过 给 定 三 点 a(1,0,1),65(0,1,1),c(0, 一 1,1) 且 切 于 两 直线 &: zi 一 xz 一 0 与 
7: Xz— ZX3—0 的 二 次 曲线 C 的 方程 . 
| 7. 求 过 五 点 a( 一 2,0,1) ,6C2,0,1),c( 一 1,2,1),d(1,2,1) 及 el0,3,1) 的 二 次 曲线 C 的 
方程 . 


$ 3.3 ” Pascal 定理 与 Brianchon 定理 


本 节 介 绍 射影 几何 的 两 个 著名 定理 : Pascal 定理 和 Brianchon 定理 . 这 两 个 定理 的 内 容 
是 讨论 有 关 二 次 曲线 的 结合 性 问题 ,充分 体现 了 射影 几何 的 和 谐 与 美 . 它们 实际 上 是 一 对 对 
偶 命 题 ( 见 8$1. 3). 


一 、Pascal 定理 


定义 3.1 如 果 一 个 点 形 的 个 顶点 都 在 一 条 二 次 曲线 上 , 则 该 点 形 叫 做 二 次 曲线 
的 内 接点 形 . 如 果 一 个 线形 的 n 条 边 都 是 二 次 曲线 的 切线 , 则 该 地 边 形 叫 做 二 次 曲线 的 
外 切 ”线形 . 

定理 3.1(Pascal 定理 ) 二 次 曲线 C 的 内 接 六 点 形 的 三 对 对 边 的 交点 共 线 . 

证 明 如 图 3-13 所 示 , 设 二 次 曲线 C 的 内 接 六 点 形 为 zy zx yx ， 


其 对 边 交点 为  _ ， 
a=(yXz)X(y Xz), 全 全 
一 (zXz)X(Cz Xz), C LA 
c= (rzXy) xXx’ xXy). 站 y E 

下 面 要 证 明 a,b,c 三 点 共 线 . 图 3-13 


方法 1 令 p=(x’Xy)X(rXz),g= (zx Xz)X(yXz’). 
根据 Steiner 定理 ,分 别 以 点 z,z 为 中 心 投射 二 次 曲线 C 上 的 点 ,得 到 两 射影 对 应 线束 ， 
其 中 对 应 直线 为 


工 XT >zXr, rrXy >zXy, rrXz >zXz, rXy>zXy,. 


由 此 得 
XT XYyx cp ry Ar(r Xr rrXYy TX ,rTXy) 
A z(zXZ ZXYy ,Xz ,zXy) 
AyXz (aayz sy), (3. 1) 
所 以 xX XYyx cypy) 和 yyXz (oayz sy). 


由 于 这 两 个 射影 点 列 的 公共 点 y 对 应 自身 , 故 


ZX XYyx cspsy) 元 yXz (dayz ,yy). (3. 2) 
因此 ,对 应 点 连 线 x Xg,cXa,pXz' 共 点 ,此 点 即 为 6 二 (x Xg)X(pXz). 所 以 a,b,c 三 点 
共 线 . 
方法 2 如 图 3-14 所 示 , 连 接 ZXz', 并 设 直线 XXy ,sy Xz zxXzr ,x Xy,yXz’, 
z Xx,xXxz 的 方程 分 别 是 


了 
KN =0 (i=1,2,.%,7), (3. 3) 
GE ) 因为 二 次 曲线 C 过 点 x,y ,zz , 故 二 次 曲线 C 的 方程 必 为 


> lls Xsls = 0, (3.4) 
2。 其 中 4 为 常数 (因为 点 满足 方程 1 二 0,4, 一 0, 故 点 z 满足 (3.4) 式 . 

4 其 余 三 点 依 此 类 推 . 这 个 方程 的 构造 形式 是 每 项 两 个 因子 的 对 应 直线 
都 过 给 定 的 四 点 ). 同 理 , 二 次 曲线 C 过 点 zz',y*z', 故 二 次 曲线 C 的 


方程 又 为 
lls + plils 一 0， (3.5) 
其 中 亦 为 常数 . 因 (3. 4) 式 和 (3. 5) 式 表示 同一 条 二 次 曲线 C, 故 必 有 适当 的 常数 v, 使 得 
六 十 Na = vls + plale), (3.6) 
即 一 一 一 0 一 一 人) 《3.7) 
方程 
lvls— Ms)=0 (3. 8) 


表示 4; 二 0 和 vls 一 hls 二 0 两 条 直线 ,而 后 者 必 过 直线 l; 二 0 和 点 一 0 的 交点 a. 根据 (3.7) 
式 , 方 程 
lls—yvnulils =0 (3.9) 

应 和 方程 (3.8) 一 致 , 即 也 表示 这 两 条 直线 . 从 (3.9) 式 可 知 ,这 两 条 直线 应 该 过 4 二 0 和 
/一 0 的 交点 c. 同 理 , 这 两 条 直线 亦 必 过 点 zz' ,4b. 因为 点 xz,x 在 直线 xXx 上 ,而 点 bc 不 
在 直线 xXx 上 ,故此 两 点 必 在 直线 vl 一 A4s 二 0 上 , 即 在 过 点 a 的 直线 上 ,所 以 a,6,c 三 点 
共 线 . 

上 述 定 理 证 明 中 点 a,5,c 所 在 的 这 条 直线 叫做 二 次 曲线 C 的 内 接 六 点 形 xy zz yz 的 . 
Pascal 线 . : 

定理 3.2(Pascal 逆 定 理 ) 若 六 点 形 的 三 对 对 边 的 交点 共 线 , 则 这 个 六 点 形 内 接 于 一 条 
二 次 曲线 ， 

证 明 如 图 3-15 所 示 , 设 六 点 形 zy zx yz 的 三 对 对 边 的 交点 是 

aa 一 (7Xz)X(CYYXz)，0 一 (zXz)X(Cz Xr), c= (rxXy)x(r Xy)， 
此 三 点 共 线 ,要 证 明 这 个 六 点 形 内 接 于 一 条 二 次 曲线 . 


0 | 
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邻 p 二 (zx Xy)X(rzXz),g 二 (x Xz)X(yXz), 则 有 
X(TXI TXY TX TX yr X yr scrpsys") 
FAyXz (gasz ,sy,) 
| RE MRT KY eX); 
故 
X(TXX TXY TX TX YY RZZXI XY ,ZX ,xX yy). 
根据 Steiner 逆 定 理 ,两 射影 对 应 线束 中 对 应 直线 的 交点 在 一 条 二 次 a 
曲线 上 ,因此 点 zx, x,y,y ,xz,z 在 一 条 二 次 曲线 C 上 ,也 就 是 六 点 RN 
形 zy'zz'yz' 内 接 于 一 条 二 次 曲线 C. 人 

二 次 曲线 C 上 相 异 的 六 个 点 可 以 按照 不 同 的 次 序 组 成 60 个 不 “人 > 
同 的 内 接 于 二 次 曲线 C 的 六 点 形 ,每 一 个 六 点 形 都 有 一 条 Pascal 
线 , 总 共 自 60 条 Pascal 线 . 找 一 个 六 点 形 的 Pascal 线 有 一 个 简单 的 
规律 : 将 顶点 排 成 两 行 三 列 , 相 邻 顶 点 位 于 不 同 的 行 和 不 同 的 列 , 即 按 六 点 形 顶 点 的 次 序 将 
zyzz'ox' 写 成 { 一 ) ' 则 对 应 的 两 交叉 点 连 线 为 一 对 对 边 ,如 之 X yz Xy 为 一 对 
对 边 ,这样 找 到 三 对 对 边 交点 所 在 直线 即 为 Pascal 线 . 

Pascal 线 在 射影 几何 中 有 重要 的 地 位 .如 果 把 两 直线 看 做 二 次 曲线 的 退化 情形 ( 见 
§ 3.4) , 则 Pappus 定理 即 可 看 成 Pascal 定理 的 特例 . 

上 文 指出 ,对 于 二 次 曲线 C 上 任意 相 异 六 点 ,可 以 得 到 关于 它 的 60 条 不 同 的 Pascal 线 . 
由 此 构成 的 复杂 的 图 形 叫做 Pascal 构图 . 关于 这 60 条 直线 的 分 布 有 许多 有 趣 的 性 质 ,如 这 
60 条 直线 可 分 为 20 组 ,每 组 3 条 交 于 一 点 ,这 些 点 叫做 Steiner 点 . 

刚才 提 到 ,把 两 条 直线 看 做 二 次 曲线 的 退化 情形 , 则 Passcal 定理 就 是 Pappus 定理 .我 
们 还 可 以 从 不 同 的 方面 来 讨论 它 的 特殊 情形 . 

如 果 把 顶点 个 数 少 于 六 的 二 次 曲线 的 内 接 多 点 形 ( 即 五 .四 ,三 点 形 ) 看 做 (一 二、 三 个 ) 
顶点 重合 的 内 接 六 点 形 , 就 可 以 应 用 Pascal 定理 . 要 注意 的 是 ,两 个 重合 的 顶点 所 确定 的 边 
就 是 过 这 个 顶点 的 切线 . 具体 讨论 如 下 : 

(1) 如 图 3-16 所 示 , 二 次 曲线 C 的 内 接 五 点 形 abcde 
可 以 看 做 e 和 ff 两 个 项 点 重合 的 内 接 六 点 形 abcde (了 ), 边 
eX f 是 过 点 e 的 切线 ,三 对 对 边 和 ,lL 和 41s ,ls 和 ls ( 切 
线 ) 的 交点 为 z,y,z. 由 Pascal 定理 知 x,y,z 三 点 共 线 . 这 
种 情况 下 的 Pascal 定理 可 以 写成 : 在 二 次 曲线 C 的 内 接 五 
点 形 中 ,两 对 不 相 邻 的 边 的 交点 (两 个 ) 和 第 五 边 与 过 它 的 
相对 顶点 的 切线 的 交点 ,此 三 点 共 线 . 


图 3-15 
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(2) 如 图 3-17 和 图 3-18 所 示 , 二 次 曲线 C 的 内 接 四 点 形 abce 或 acdf 可 以 看 做 有 两 对 
重合 顶点 的 六 点 形 abc(qd)e( 了 ) 或 a(b)cd(e) 了 .这 时 Pascal 定理 可 以 写成 : 在 二 次 曲线 C 的 
内 接 四 点 形 中 ,一 对 对 边 的 交点 和 过 其 中 一 边 上 两 顶点 所 作 切 线 与 另 一 对 对 边 的 交点 ,此 三 
点 共 线 ,或 两 对 对 边 的 交点 和 过 对 顶点 的 切线 的 交点 ,此 三 点 共 线 . 


(3) 如 图 3-19 所 示 , 二 次 曲线 C 的 内 接 三 点 形 ace 可 以 看 做 有 三 对 顶点 重合 的 六 点 形 
a(b)c(d)el 几 .这 时 Pascal 定理 可 以 写成 : 在 二 次 曲线 C 的 内 接 三 点 形 中 ,过 每 个 顶点 的 切 
线 与 其 对 边 的 交点 ,此 三 点 共 线 . 

上 述 情形 中 ,如 果 把 二 次 曲线 C 特殊 化 为 一 个 圆 , 这 些 定理 便 是 初等 几何 中 的 定理 . 我 
们 不 仅 可 以 用 Pascal 定理 来 统一 认识 它们 外 ,还 可 以 找到 它们 在 初等 几何 范围 内 的 统一 证 
法 ,建议 读者 自己 去 讨论 . 


3-20 


根据 Pascal 定理 可 以 推出 许多 结论 ,下 面 以 例子 的 形式 给 出 其 中 几 个 . 

例 1 设 z,y,z,u,v,w 是 二 次 曲线 C 上 的 相 异 六 点 (图 3-20), 求 证 ; 三 个 六 点 形 
XWwWzUuvy，TUzZyvw，,Tuvwzy 的 Pascal 线 共 点 . 

证 明 设 由 xXy,zXu,vXw 三 直线 所 成 的 三 点 形 是 abc ,由 uwXv,wXx,yXzz 三 直线 
所 成 的 三 点 形 是 a2c .两 三 点 形 中 的 对 应 边 恰 是 二 次 曲线 C 的 内 接 六 点 形 的 对 边 ,因此 其 
交点 d,e, 了 三 点 共 线 ( 即 Pascal 线 , 图 3-20 中 未 画 出 ) ,从 而 两 三 点 形 abc 和 a'b'c 有 透视 轴 
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def. 根据 Desargues 透视 定理 , 则 有 透视 中 心 p, 即 aXa ,bXB ,cXc 三 直线 共 点 访 但 aXa' 是 
六 点 形 zrwzuvy 的 Pascal 线 ( 这 条 直线 上 有 交点 aya 和 hh 二 (wXz)X(CyXw)), 而 bXB 和 cXe 
分 别 是 六 点 形 zuzyvw 和 xuvwzy 的 Pascal 线 ,故此 三 Pascal 线 共 点 . 
| 例 2 设 三 点 形 abc 和 a'b'c 的 三 对 顶点 a 和 a ,6b 和 6 ,c 和 c 是 一 个 调和 透射 变换 的 
对 应 点 ,这 个 调和 透射 变换 的 中 心 为 ;, 轴 为 &. 如 果 
EX(sXa)=a, €X(sXb)=, EX(sXO)=0, 
求证 : 

(1) R(aya’ ;a ,5)=ROGD ;Db ,s)=R(cc ic 5) 一 一 1; 

(2) 这 两 个 三 点 形 的 顶点 在 同一 条 二 次 曲线 上 . 

证 明 (1) 如 图 3-21 所 示 ,在 透射 变换 下 ,任意 一 对 对 应 点 的 连 线 过 中 心 : 

aXa ~sXa, bXb ~sXb, cxXco~sxe. 
由 于 这 个 透射 变换 是 调和 的 ,所 以 对 应 点 对 a,a’ 被 a 一 上 6X (aXa’) 和 中 心 s 调和 分 隔 . 对 于 
b,b 和 c,c 也 有 同样 结果 ,所 以 结论 成 立 . 

(2) 因为 aX6 与 a Xb ,bXce 与 6 Xc 是 对 应 的 直线 对 ,它们 的 交点 1 和 zm 在 轴 & 上 ,又 
因为 调和 透射 变换 是 对 合 变 换 ,所 以 可 以 认为 a>a’,c 一 c. 于 是 aXc 一 a’ Xc, 从 而 它们 的 
交点 (aXc )X(a Xec)= 二 =n 也 在 轴 & 上 (图 3-21). 已 知 /,m,n 在 一 条 直线 上 上 ,由 Pascal 定 
理 的 道 定理 知 ,点 a,b6,c,a ,b,c 在 同一 条 二 次 曲线 上 . 


3-21 


例 3 设 a,6b,c,d 为 二 次 曲线 C 上 的 相 异 四 点 (图 3-22) ,它们 关于 二 次 曲线 C 的 切线 
分 别 为 ,75,p, 证 明 ; m=(aXc)X(bXd),n=(aXd)X(bXe),p=éXy,g=tXop 四 点 
共 线 . 

证 明 把 a,6 每 个 点 都 看 做 两 个 相 重 合 的 点 , 则 边 aXa,5bX&b 就 分 别 是 二 次 曲线 C 在 
点 a 的 切线 .由 此 可 知 二 次 曲线 C 的 内 接 六 点 形 aacbbd 的 Pascal 线 为 直线 prmn. 同 理 , 二 
次 曲线 C 的 内 接 六 点 形 accbdd 的 Pascal 线 为 直线 mgn. 所 以 , m,n,p,g 四 点 共 线 . 

例 4 给 出 无 三 点 共 线 的 相 异 五 点 a,6,c,d,e, 以 及 过 点 a 的 一 条 直线 &, 求 作 直 线 & 与 
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过 a,b,c,d,e 五 点 的 二 次 曲线 C 的 第 二 交点 . 
解 ” 如 图 3-23 所 示 , 连 接 aX6b,bXc,cXd,dXe, 令 
r= (aXb)xX(dXe), y= (dX) xE, 
z= (ztXy)X(bXe), f= (eXz)Xé, 
则 为 过 a ,b,c,d,e 五 点 的 二 次 曲线 C 与 直线 & 的 交点 ， 
事实 上 ,因为 无 三 点 共 线 的 相 异 五 点 确定 唯一 的 二 次 曲线 C， 
若 直 线 交 二 次 曲线 C 于 点 了 (点 a 除外), 且 点 了 六 异 于 点 了 , 则 六 
点 形 abcdef 的 Pascal 线 也 是 XxXy. 故 xXy,bXc,eX 三 直线 共 
点 .但 此 点 只 能 是 z, 故 了 应 为 直线 e Xz 与 & 的 交点 .这 与 所 设 矛 盾 , 故 直线 交 二 次 曲线 C 
于 点 了. 
车 直 线 遍历 以 点 a 为 中 心 的 线束 , 则 点 了 遍历 二 次 曲线 C. 


图 3-23 


二 、Brianchon 定理 


Pascal 定理 的 对 偶 定 理 是 Brianchon 于 1806 年 发 现 的 ,我 们 称 它 为 Brianchon 定理 . 

定理 3.3(Brianchon 定理 ) 二 次 曲线 外 切 六 线形 的 三 对 对 顶点 的 连 线 共 点 . 

定理 3. 3 中 三 对 对 顶点 连 线 的 公共 点 叫做 六 线形 的 Brianchon 点 ,如 图 3-24 中 的 点 
就 是 六 线形 Etgpy 9 的 Brianehon 点 . 

定理 3. 4(Brianchon 逆 定理 ) ”如 果 六 线形 三 对 对 顶点 连 线 相 
交 于 一 点 , 则 它 的 六 条 边 外 切 于 一 条 二 次 曲线 . 


些 点 的 分 布 也 有 许多 规律 ,建议 读者 自己 讨论 . 
把 边 数 少 于 六 的 二 次 曲线 的 外 切 
多 边 形 ( 即 五 .四 、 三 线形 ) 看 做 有 (一 、 
二 .三 条 ) 边 重合 的 外 切 六 边 形 ,从 而 都 可 以 应 用 Brianchon 定 
理 .要 注意 的 是 ,两 条 相 重 合 的 边 所 确定 的 顶点 就 是 这 条 切线 的 
切 点 . 具体 讨论 如 下 | 
(1) 如 图 3-25 所 示 , 二 次 曲线 C 的 外 切 五 线形 ytgy (90) 可 
图 3-25 看 做 y 和 9 两 边 相 重合 的 外 切 六 边 形 , yX60 是 y 的 切 点 e, 三 对 
对 顶点 a 和 aq,b 和 e( 切 点 ),c 和 了 连 线 共 点 o. 这 种 情况 的 
Brianchon 定理 可 写成 : 在 二 次 曲线 的 外 切 五 线形 中 ,连接 两 对 不 相 邻 顶点 的 直线 与 连接 第 
五 个 顶点 和 它 的 对 边 上 切 点 的 直线 相交 于 一 点 . 
(2) 如 图 3-26 和 图 3-27 所 示 ,二 次 曲线 C 的 外 切 四 线形 Emqgy 或 Ecy9 可 以 看 做 有 两 对 


图 3-24 


qd wO) 。? 了 
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重合 的 边 的 六 线形 &y(5) py(0) 或 EC7)tLg)y9. 这 时 ,Brianchon 定理 可 写成 : 在 二 次 曲线 的 
外 切 四 线形 中 ,两 条 对 顶 线 与 连接 对 边 切 点 的 两 直线 共 点 ,或 一 条 对 顶 线 和 连接 另 两 个 顶点 
与 相 邻 的 两 对 边 上 的 切 点 的 直线 共 点 . 


wo) f e a 0 __ 了 
oD) 
¢ 人 7 7 
c n(C) ad c d (9y) 
图 3-26 图 3-27 


(3) 如 图 3-28 所 示 , 二 次 曲线 C 的 外 切 三 线形 &ty ,可 以 


看 做 有 三 重合 的 边 的 六 线形 &《y) tCp)y(9). 这 时 Brianchon 定 w(0) 

理 可 写成 : 在 二 次 曲线 的 外 切 三 线形 中 ,每 一 顶点 与 其 对 边 也 d 

上 切 点 的 连 线 共 点 . yp) 
上 述 各 种 情形 ,如 果 把 二 次 曲线 特殊 化 为 一 个 圆 ,这 些 定 。 6 c 

理 便 是 初等 几何 的 内 容 , 建 议 读者 自己 讨论 . 和 


习 题 3.3 


1. 设 ABC,ABD 为 两 三 点 形 ,一 条 二 次 曲线 过 点 A,B, 且 分 别 交 边 AC,BC 于 点 工 ,AM， 
同时 分 别 交 边 AD,BD 于 点 P,Q, 求 证; CD,LQ,MP 三 直线 共 点 . 

2. 设 ABCDEF 为 二 次 曲线 的 内 接 六 点 形 , 求 证 : 直线 AC 与 DF,DE 与 BC,AE 与 
BF 的 交点 共 线 . 

3. 设 一 直线 分 别 交 三 点 形 ABC 的 边 BC ,CA,AB 于 点 L ,M,NN, 而 DD 为 任 一 点 ,直线 
LD 分 别 交 边 AB,AC 于 点 P,P' ,直线 MD 分 别 交 边 BC ,BA 于 点 Q,Q ,直线 ND 分 别 交 
边 CA ,CB 于 点 R,R’, 求 证: 点 P,P',Q,Q ,R,R' 在 一 条 二 次 曲线 上 . 

4. 设 A,B,C,A’,B',C' 为 一 条 二 次 曲线 上 的 点 ,直线 AA',BB' ,CC' 共 点 DO,P 为 此 二 
次 曲线 上 的 任 一 点 ,直线 PA’,PB’ ,PC' 分 别 交 直 线 BC ,CA,4B 于 点 上 ,M,NN, 求 证 : O,L， 
M,N 四 点 共 线 . 

5. 已 知 不 共 线 三 点 a,b,c 及 直线 &,y, 且 a€ 86,bE yD, 求 作 一 点 d， 使 得 点 a6 ,c,d 在 同 
一 条 二 次 曲线 C 上 , 且 &,w 都 是 二 次 曲线 C 的 切线 . 

6. 设 ,9,58,0 是 某 二 次 曲线 的 相 蜡 四 切线 , 切 点 分 别 是 a,6b,c,d, 证 明 : aXc,bXd， 
(XTXLEX0) ,0X 有 X(EXD 四 直线 共 点 . 


| 
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7. 设 三 点 形 abc 外 切 于 一 条 二 次 曲线 ,三 边 5Xc,cXa,aX6b 上 的 切 点 分 别 是 x,y,z, 求 
证 : aXx,bXy,cXz 三 直线 共 点 . 


3 3.4 二 次 曲线 上 的 射影 变换 与 二 次 曲线 的 射影 分 类 


一 、 二 次 曲线 上 的 射影 变换 


1. 射影 变换 的 定义 
定义 4.1 二 次 曲线 C 上 所 有 点 组 成 的 集合 称 为 二 次 曲线 C 上 的 点 列 , 简 称 二 次 点 列 ， 
其 中 二 次 曲线 C 称 为 二 次 点 列 的 底 . 
显然 ,在 同一 底 上 可 以 有 不 同 的 二 次 点 列 . 设 在 一 条 二 次 曲线 C 上 有 两 个 点 列 a ,b,c,… 
和 a ,b,c ,…. 在 二 次 曲线 C 上 任 取 一 点 s, 得 到 两 个 线束 s(sXa,sX6b,sXc,…) 和 线束 
s(sXa’,sXb ,sXe ,…). 如 果 
s(s Xa,sXbsXce,) As(s Xa ,ss Xb ,sXe ,), 
则 称 点 列 a,8,c,… 与 a ,b,c ,… 是 二 次 曲线 C 上 的 两 个 射影 点 列 , 并 把 由 此 所 确定 点 列 
abc，… 到 点 列 a ,b,c ,的 映射 理 叫 做 二 次 曲线 C 上 的 射影 变换 , 记 做 
DB: s(s XassXbysXce,) As(s Xa’,s Xb ,sXe ,). (4. 1) 
射影 变换 (4. 1) 是 通过 引进 二 次 曲线 C 上任 一 点 ,再 利用 线束 的 对 应 来 定义 的 ,但 是 它 
与 点 s 的 位 置 无 关 . 事实 上 ,车 另 取 任 一 点 s (图 3-29), 则 有 
ss Xass Xp Xe,) Asls Xa,s Xb,s Xec,.) 
As(sXa’,sXb ,sXe ,) 
As(s Xa ,s Xb ,s Xe ,…). 
A 所 以 (G(s Xa,s Xb,s Xe,)As(s Xa ,s Xb ,sXe ,…). 也 就 
6 6 4 ” 是 说 ,这 样 两 个 点 列 的 射影 对 应 与 所 取 线 东 中 心 * 的 位 置 无 关 ,只 
3-29 取决 于 两 个 二 次 点 列 本 身 . 故 通 常 也 将 (4. 1) 式 记 为 
B: (asbycs) A (a ,b,c ,ne). 


5 S 


2. 射影 对 应 轴 
设 二 次 曲线 C 的 一 个 射影 变换 是 
BD: (abscsn) A(a ,b,c ,nn) (图 3-30)， 
则 有 
a (a Xaa Xba Xe)Aa la Xaa Xb ,a Xe ,) 
Aal(aXa ,aXb ,aXc,.), 

故 a’(a’ Xa,a Xb,a Xe) 和 aaXxa' ax axc ,…). 
由 于 这 两 个 线束 有 公共 直线 aXa’ 自 对 应 ,所 以 
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a’ (a Xaa Xba Xe,) Kala Xa a Xb ,a Xe ,…). (4.2) 
于 是 ,这 两 个 线束 的 对 应 直线 交点 在 一 条 直线 a 上 . 我 们 把 这 条 直线 a 叫做 二 次 曲线 C 在 射 
影 变 换 下 更 的 对 应 轴 ( 简 称 射影 对 应 轴 ). 

要 指出 的 是 ,这 样 定 义 的 二 次 曲线 C 的 射影 对 称 轴 a ,虽然 引用 了 一 对 对 应 点 作为 透视 
线束 的 中 心 ,但 是 它 与 所 取 的 一 对 对 应 点 aya 无 关 . 也 就 是 说 ,如 果 我 们 另 取 一 对 对 应 点 5， 
作为 透视 中 心 , 所 得 到 的 射影 对 应 轴 仍 然 是 直线 a. 事实 上 ,把 abg ca'pc 看 做 二 次 曲线 C 的 
内 接 六 点 形 ,由 Pascal 定理 我 们 可 以 知道 ,xn 二 (bXc)X(b Xo), mm=(cxaXx(cXa)， 
/二 (aXb)X(a X65b) 三 点 共 线 (图 3-30). 这 就 说 明了 

bb Xab Xbb Xe,)Abb Xa ,bXb ,bX ,0). (4. 3) 
它们 所 成 的 射影 对 应 轴 /Xn 与 由 线束 a 和 线束 a 所 成 的 射影 对 应 轴 Xm 是 同一 条 直线 a， 
故 射影 对 应 轴 与 线束 中 心 的 选取 无 关 . 


3. 射影 变换 的 确定 条 件 

定理 4.1 二 次 曲线 上 的 射影 变换 ,由 三 对 对 应 点 唯一 确定 . 

证 明 设 a 和 ao ,2 和 2 ,ce 和 < 为 二 次 曲线 C 上 的 三 对 对 应 点 
(图 3-31). 因 a’(a Xaya Xbya Xe,…') 与 a(aXa’ ,aXb ,aXc,) C 
的 对 应 直线 的 交点 在 射影 对 应 轴 a 上 , 故 对 于 二 次 曲线 C 上任 一 点 
d ,只 要 连接 a Xd 交 射 影 对 应 轴 a 于 一 点 !, 再 连接 eX/! 交 二 次 曲线 
C 于 点 d ,点 4 就 是 点 d 的 对 应 点 . 因为 三 对 对 应 点 可 唯一 确定 射影 
对 应 轴 ,因而 也 就 唯一 确定 这 个 射影 变换 . 


4. 射影 变换 的 类 型 

由 上 述 确 定 条 件 可 知 ,射影 对 应 轴 与 二 次 曲线 C 的 交点 m 的 
对 应 点 仍 为 它 自身 ,因此 m 是 二 重点 . 根据 射影 对 应 轴 a 与 二 次 曲线 C 的 位 置 不 同 ,二 重点 
的 个 数 也 就 不 同 , 因 此 二 次 曲线 C 上 的 射影 变换 可 分 为 三 种 类 型 : 

(1) 当 射 影 对 应 轴 a 与 二 次 曲线 C 相交 于 相 蜡 两 点 m,n 时 (图 3-32(a)), 二 次 曲线 C 
上 的 射影 变换 有 两 个 二 重点 ,这 类 射影 变换 叫做 双 曲 型 射影 变换 ; 
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(2) 当 射 影 对 应 轴 a 与 二 次 曲线 C 相 切 于 点 mx 时 (图 3-32(b)), 二 次 曲线 C 上 的 射影 
变换 只 有 一 个 二 重点 ,这 类 射影 变换 叫做 抛物 型 射影 变换 ; 

(3) 当 射 影 对 应 轴 u 与 二 次 曲线 C 不 相交 时 (图 3-32(c)) ,二 次 曲线 C 上 的 射影 变换 没 
有 二 重点 ,这 类 射影 变换 叫做 椭圆 型 射影 变换 . 


二 、 二 次 曲线 上 的 对 合 变 换 


1. 对 合 变换 的 定义 

定义 4.2 设 二 次 曲线 C 上 有 两 个 点 列 a,p,c,… 和 ae ,b,c ,…. 在 二 次 曲线 C 上 任 取 
一 点 5. 若 

B: s(s Xa,ssXbysXce,)As(s Xa’,s Xb ,sXe ,), (4. 4) 

且 满 足 8 二 了, 则 这 一 二 次 曲线 C 上 的 射影 变换 更 叫做 二 次 曲线 C 上 的 对 合 变换 . | 

显然 ,二 次 曲线 C 上 的 对 合 变 换 是 二 次 曲线 C 上 的 射影 变换 的 特例 , 它 与 在 二 次 曲线 C 
上 的 所 取 点 :无 关 . 这 时 ,射影 对 应 轴 叫 做 对 合 对 应 轴 ， 

与 直线 上 的 对 合 变换 一 样 ,在 二 次 曲线 上 的 对 合 变换 下 , 若 点 a 变 为 点 a , 则 点 a 也 变 
为 点 a. 也 就 是 说 ,二 次 曲线 上 的 对 合 变换 交换 每 一 对 对 应 点 . 


2， 对 合 变换 的 确定 条 件 

定理 4.2 二 次 曲线 上 的 对 合 变 换 由 两 对 对 应 点 唯一 确定 . 

证 明 设 a,a 和 5,5 是 二 次 曲线 C 上 的 两 对 对 应 点 (图 3-33). 由 于 对 合 变换 交换 着 每 
对 对 应 点 , 即 把 点 c,b,2 分 别 变 为 点 a ,5 ,6b, 于 是 对 合 对 应 轴 a 由 交点 p= 二 (aXa’)X 
(bX6),s 二 (aX6b)X(a’ X65 ) 瞧 一 确定 . 对 于 二 次 曲线 C 上 任 一 点 c ,直线 5 Xe 与 对 合 对 应 
轴 a 交 于 一 点 g ,直线 5Xg 交 二 次 曲线 C 于 一 点 c , 则 < 就 是 点 c< 在 对 合 变 换 下 的 对 应 点 . 


3， 对 合 变 换 的 性 质 
定理 4.3 过 二 次 曲线 上 的 对 合 变 换 的 每 对 对 应 点 的 切线 相交 于 对 合 对 应 轴 上 . 
证 明 设 两 对 对 应 点 a,a 和 65,b 唯一 确定 对 合 对 应 轴 a( 图 3-34). 由 内 接 四 点 形 的 
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Pascal 定理 (Pascal 定理 的 特殊 情形 ) 我 们 知道 ,二 次 曲线 C 在 a 与 a 处 ,6b 与 6 处 的 切线 分 
别 交 于 对 合 对 应 轴 a ;对 于 任意 第 三 对 对 应 点 < 与 c ,由 内 接 四 点 形 aa'c“ 的 Pascal 定理 知 ， 
二 次 曲线 C 的 分 别 过 点 cyc 的 切线 也 相交 于 对 合 对 应 轴 a. 

定理 4.4 二 次 曲线 上 的 对 合 变 换 的 每 对 对 应 点 的 连 线 过 一 个 定点 ;反之 ,过 一 个 定点 
”的 直线 与 二 次 曲线 的 两 个 交点 是 该 二 次 曲线 上 的 一 个 对 合 变 换 的 一 对 对 应 点 . 

证 明 设 a,a 和 56,5 是 二 次 曲线 C 上 的 一 个 对 合 变换 的 两 对 对 应 点 (图 3-35), c,c 是 
这 个 对 合 变换 下 任意 的 第 三 对 对 应 点 . 就 三 点 形 abc 与 
a%b'c 而 论 , 对 应 边 aX6 与 a’ Xb,bXe 与 5b Xe cxa 
与 c Xa 的 交点 Z,X,Y 在 对 合 对 应 轴 a 上 . 根据 Desar- 
gues 定理 的 道 定 理 可 知 ,直线 aXa ,bXb ,cXc 必 过 一 

反之 , 设 a 和 a ,2 和 bc 和 < 分别 是 经 过 定点 * 的 
三 条 直线 与 二 次 曲线 C 的 交点 ,那么 由 两 对 对 应 点 a,a 
和 5 ,5 就 确定 二 次 曲线 C 的 一 个 对 合 变 换 , 且 在 这 个 对 
合 变换 下 ,每 对 对 应 点 的 连 线 都 要 经 过 点 s. 因此 , c,c 是 
这 个 对 合 变换 下 的 一 对 对 应 点 .事实 上 ,每 对 对 应 点 的 连 
线 所 过 的 定点 s 就 是 对 合 对 应 轴 的 极点 . 

二 次 曲线 上 的 对 合 变换 的 对 应 点 连 线 的 交点 叫做 对 合 中 心 . 


4. 对 合 变换 的 类 型 

我 们 知道 ,对 合 对 应 轴 a 与 二 次 曲线 C 的 交点 是 对 合 变换 下 的 二 重点 . 因此 根据 二 重点 
的 个 数 可 以 把 对 合 变换 进行 分 类 

(1) 当 对 合 对 应 轴 a 与 二 次 曲线 C 有 两 个 交点 时 (图 3-36), 对 合 变换 有 两 个 二 重点 4&， 
v, 这 类 对 合 变换 叫做 双 曲 型 对 合 变 换 ; 
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(2) 当 对 合 对 应 轴 & 与 二 次 曲线 C 没有 交点 时 (图 3-37), 即 对 合 对 应 轴 a 为 二 次 曲线 C 
的 不 相交 直线 时 ,对 合 变换 没有 二 重点 ,这 类 对 合 变换 叫做 椭圆 型 对 合 变 换 ; 

(3) 当 对 合 对 应 轴 a 与 二 次 曲线 C 只 有 一 个 公共 点 时 , 即 对 从 对 应 轴 a 为 二 次 曲线 C 
的 切线 时 , 切 点 p 就 是 直线 a 的 极点 ,过 点 p 的 直线 与 二 次 曲线 C 的 交点 都 是 点 的 对 应 
点 ,这 种 对 合 变换 是 不 存在 的 . 

因此 ,二 次 曲线 C 上 的 对 合 变 换 只 有 两 种 ,或 是 双 曲 型 对 合 变换 ,或 是 椭圆 型 对 合 变换 . 


三 、 -次 点 列 与 二 次 点 列 的 透视 对 应 


现在 我 们 来 研究 二 次 曲线 上 的 射影 变换 与 直线 (或 线束 ) 上 的 射影 变换 之 间 的 关系 . 为 
此 , 先 引 和 如 下 定义 : 
定义 4.3 给 定 一 条 二 次 曲线 C 和 一 条 直线 上 5, 在 二 次 曲线 C 上 取 一 点 5 (点 :不 在 直线 
& 上 ) ,以 点 为 投射 中 心 把 二 次 曲线 C 上 各 点 投射 到 直线 & 上 . 也 就 是 说 ,二 次 曲线 C 上 任 
意 一 点 z 和 点 的 连 线 交 直线 & 于 点 x“. 这 样 就 有 二 次 曲线 C 上 
的 点 xz 到 直线 & 上 的 点 z 的 映射 (图 3-38) ,这 一 映射 叫做 以 点 * 
为 投射 中 心 的 二 次 曲线 C 到 直线 和 上 上 的 透视 映射 ,或 者 叫做 二 次 
点 列 CCz) 到 一 次 点 列 E(x ) 上 的 透视 映射 , 记 做 
9 C(x) AECz'). 
在 射影 平面 上 ,上 面 定 义 的 这 种 透视 映射 是 一 一 的 ,因而 是 
可 逆 的 ,所 以 也 可 以 说 成 直线 到 二 次 曲线 C 上 的 透视 映射 . 它 
们 的 对 应 是 由 一 个 中 心 在 二 次 曲线 C 上 的 线束 联系 着 的 ,因而 又 可 以 说 成 中 心 在 二 次 曲线 
C 上 的 线束 在 二 次 曲线 C 和 直线 & 上 的 截 影 所 成 的 透视 映射 . 
定理 4.5 在 以 二 次 曲线 C 上 一 点 $ (点 不 在 直线 上) 为 中 心 的 透视 映射 C(z) 去 
&(z') 下 ,二 次 曲线 C 上 两 射影 点 列 投射 到 直线 5 上 两 射影 点 列 ,其 逆 也 成 立 . 
证 明 如 图 3-39 所 示 , 设 a,b,c,d,… 与 5,6,c,d,… 是 二 次 曲线 C 上 的 两 射影 点 列 , 即 
(abcsd…) 和 (GE CC …)， 


3-38 


各 
四 
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则 有 
s(s XassXb,sXc,sXd,…) A(s Xa,s Xb,s Xe,s Xd,…). 

于 是 

R(s Xa,sXb;sXce,sXd) = R(s Xa,s Xb;s Xt,s Xd). (4.5) 
”根据 成 配 景 对 应 的 交 比 不 变性 有 

Rla’,b'’;c’,d’) = R(s Xa,s Xb;s Xe,s Xd), (4. 6) 
Ra id = R(s Xa,s Xb;s Xe,s Xd). (4.7) 

所 以 
éla’ cd (4. 8) 

反之 ,从 后 式 逆 推 可 得 


(abcyd…) 入 (pcd，…)， 
推论 ”二 次 曲线 C 上 两 个 射影 点 列 投射 到 直线 上 上 两 个 射影 点 列 , 其 特征 不 变 ( 即 类 型 
相同 ). 
因为 二 次 曲线 C 上 与 直线 上 上 的 两 个 射影 点 列 保持 同样 的 特征 , 即 保持 相同 的 类 型 ,也 
就 是 保持 着 相同 个 数 的 二 重 元 素 ( 点 ) ,因此 利用 这 种 关系 可 以 作出 直线 5 上 两 射影 点 列 的 
二 重点 . 
例 1 设 直 线 $ 上 两 点 列 的 射影 对 应 由 如 下 给 定 的 三 对 对 应 点 确定 : 
é(a,b,c,**) Aéla’ ,b,c ,*), 
求 作 其 二 重点 . 
解 作 圆 C ( 圆 是 二 次 曲线 的 特殊 情形 , 它 可 用 圆规 作出 , 故 可 以 用 它 代替 二 次 曲线 ) ,在 
圆 C 上 任 取 一 点 (点 ;不 在 直线 & 上 ) (图 3-40). 连接 ;Xa,sXb,sXc,sXa’ ,sXb ,sXe ,分 别 
交 圆 C 于 点 zx,y,z,zx yy yz. 作 点 hh 二 (rxXy)X(zx Xy),g 二 (yXz)X(y Xz). 设 直线 hXg 
交 圆 C 于 点 元 ,5 直线 sXi,sX5 分 别 交 直 线 & 于 点 u,v, 则 点 u,v 即 为 所 求 的 二 重点 . 
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事实 上 ,因为 


éCasbyscysusv,) FCC(rT,y ZI UU, ) 
和 CCz yz UD, ) 
和 ECa 2 sc an， 
故 Eapycyzya…) 和 ea bc zuo…), 即 xu 是 所 求 的 二 重点 ， 
车 直线 hXg 与 圆 C 相 切 , 则 点 &, 二 重合 ,因而 点 u,v 重合 , 仅 得 一 个 二 重点 ; 若 直线 
hXg 与 圆 C 无 公共 点 , 则 点 列 a,b,c,… 与 a ,b,c ,… 无 二 重点 . 
例 2 证 明 : 如 果 两 三 点 形 abc 和 a'b'c 内 接 于 一 条 二 次 曲线 ,而 且 两 三 点 形 的 顶点 不 
重合 ,那么 这 两 三 点 形 的 边 外 切 于 一 条 二 次 曲线 . 


a __C 证 明 如 图 3-41 所 示 , 设 直线 a Xb 与 a Xec 分 别 交 直线 bXc 
i Ne 
XX 
ZN 
NA pe 


b” 于 点 b1 与 cl ,直线 aX5b 与 aXc 分别 交 直线 5b’Xc 于 点 51 与 ci, 那么 
3-41 


alb,c,bi scCl I CCI DB ey) 


MCA 
因此 
albycsbiycs) Na (bi sct sb sc ,**). 
由 Steiner 定理 的 对 偶 定理 知 ,两 个 不 同 底 的 射影 点 列 对 应 点 的 连 线 外 切 于 一 条 二 次 曲线 ， 
即 两 三 点 形 abc 和 ac 的 边 外 切 于 一 条 二 次 曲线 . 


四 .二 次 曲线 的 射影 分 类 


前 面 讲 到 射影 平面 上 一 个 双 曲 型 配 极 变换 的 自 共 轿 点 的 轨迹 是 一 条 实 二 次 曲线 , 它 的 
方程 是 一 个 齐 次 的 二 次 方程 . 本 小 节 来 讨论 任意 给 定 的 一 个 齐 次 二 次 方程 
SD =0, anx=an,ik=1,2,3. (4.9) 


一】 


这 个 方程 所 表示 的 曲线 可 能 是 上 面 提 到 的 实 二 次 曲线 ,也 可 能 不 是 ,在 这 一 节 中 我 们 将 其 统 
称 为 二 次 曲线 ,而 把 方程 (4. 9) 叫 做 二 次 曲线 方程 . 


1. 二 次 曲线 的 奇异 点 
1.1 二 次 曲线 奇异 点 的 定义 
定义 4.4 设 二 次 曲线 C 的 方程 为 
Daurirs 一 0，dk 一 ay isk = 1,2,3, (4. 10) 


k=1 


则 满足 方程 组 


是 
1 


§3.4 二 次 曲线 上 的 射影 变换 与 二 次 曲线 的 射影 分 类 


aslyl 十 azzya 十 assys 一 0， (4. 11) 
aalyi 十 aazys 十 asys 一 0 
”的 点 >(y yz ,ys) 叫 做 二 次 曲线 C 的 奇异 点 . 


令 


区 十 aizys 十 aisys 一 0， 


Ql Q22 CQ33 


Ba , (4. 12) 


U21 U22? U23 


ds Qs3z 433 
把 刀 叫 做 二 次 曲线 C 的 判别 式 .下面 分 三 种 情形 来 讨论 二 次 曲线 C 的 奇异 点 : 

(1) 当 D 关 0 时 ,方程 组 (4. 11) 没 有 非 零 解 ,因此 二 次 曲线 C 上 没有 奇异 点 ,这 种 二 次 曲 
线 C 叫做 常态 的 二 次 曲线 . 

(2) 当 D=0, 且 DD 的 二 阶 子 行列 式 至 少 有 一 个 不 为 零 时 ,方程 组 (4. 11) 有 一 组 非 零 解 
《y1,yz,Y3) ,这 时 二 次 曲线 C 有 且 只 有 一 个 奇异 点 ， 

(3) 当 D=0, 且 DD 的 所 有 二 阶 子 行列 式 都 等 于 零 时 ,方程 组 (4. 11) 中 只 有 一 个 独立 的 
方程 ,因而 有 无 穷 多 组 非 零 解 , 即 有 一 条 直线 上 所 有 点 的 坐标 都 是 方程 组 的 解 ,这 时 二 次 曲 
线 C 的 奇异 点 组 成 了 一 条 直线 . 

有 奇异 点 的 二 次 曲线 叫做 退化 的 二 次 曲线 . 

1.2 奇异 点 关于 退化 的 二 次 曲线 的 极 线 

由 于 对 二 次 曲线 的 概念 做 了 扩充 ,因而 关于 二 次 曲线 的 极点 、 极 线 的 概念 也 有 必要 做 如 
下 的 扩充 : 

如 果 点 zCziyzzyzs) 与 直线 EC6 ,6 ,6 ) 满 足 关 系 

p8 = anz 十 aizza 十 a13T3， 
| 一 Qui a zs 十 QZa， (4. 13) 
ph = 03171 十 a32 Zz 十 a33X3， 
则 称 直线 ¢ 是 点 xz 关于 二 次 曲线 (4. 10) 的 极 线 , 点 二 是 直线 上 关于 二 次 曲线 (4. 10) 的 极点 . 
显然 ,这 个 定义 对 于 常态 的 实 二 次 曲线 来 说 , 仍 与 前 面 极点 、 极 线 的 定义 一 致 . 由 于 奇异 点 
rlri ,rz ,rs) 的 坐标 满足 方程 组 (4. 11), 故 奇异 点 rri ,rz ,rs) 的 极 线 的 坐标 只 能 是 [0,0,0]. 
因此 ,奇异 点 的 极 线 是 不 确定 的 ,也 就 是 说 奇异 点 的 极 线 不 存在 . 

1.3 非 奇异 点 关于 退化 的 二 次 曲线 的 极 线 

设 ssiysys) 是 二 次 曲线 (4. 10) 的 任意 一 个 非 奇 异 点 ,点 :关于 二 次 曲线 (4. 10) 的 极 线 
的 方程 可 写成 


3 
aitzisa 证 0， Ci 一 Chi i,k = 1,2,3，, (4. 14) 
k= 1 


即 
(allsl 十 alasa 十 Qi353)T1 十 (a2151 十 42252 十 Qa2353)T2 十 (aalsl 十 Q3252 十 43353)x3 一 0. 
(4.15) 
把 奇异 点 (ri ,rz ,7s) 的 坐标 代入 (4. 15) 式 左 端 得 
《ailsi 十 alzsz 十 Qisss)7l 二 (a215! 十 42252 十 G2353)7z 十 (aaisl 十 aszsz 十 da3 53) rs 

一 《alilrl aars 十 asi73)sl 十 (aizrl 十 azzyaz 十 aazrs)Sz 二 (Car 十 azsrz 十 Qasrs )53 
一 《airi 十 aizrz 十 aisrs)sl 十 (aziri 十 azzrz 十 aas7rs)s 十 (asirl 十 aszrz 十 assyr3 )53 
一 0。S 十 0。s 十 0。5S 一 0. 

故 有 结论 : 任意 一 个 非 奇异 点 关于 退化 二 次 曲线 C 的 极 线 , 必 过 二 次 曲线 C 上 的 奇异 点 . 


2. 二 次 曲线 的 分 类 
给 定 一 条 二 次 曲线 
C: DJ asxizs = 0, Qik 一 az 一 1 2 3. 


(1) 当 判别 起 D 二 |a., | 关 0 时 ,C 是 一条 常态 的 一 次 曲线 . 
取 一 个 关于 二 次 曲线 C 的 自 配 极 三 点 形 作为 新 的 坐标 三 点 形 进行 坐标 变换 ,在 新 的 从 
标 系 下 二 次 曲线 C 的 方程 是 


bzi2 + brs’ + brs: 一 0 (4. 16) 
(这 一 方程 称 为 常态 二 次 曲线 C 的 标准 方程 ). 由 于 
b 0 0 
D =|0 6b 0|= 066b,0;, 
0 0 b, 


所 以 bi ,bs ,bs 均 不 为 零 . 否则 D'==0, 从 而 D=0, 与 D 取 0 的 假设 矛盾 . 对 于 系数 b; (i=1,2， 
3) ,或 者 同 号 ,或 者 不 同 号 . 
若 记 (一 1,2,3) 同 号 , 则 可 令 它们 全 为 正 . 于 是 再 进行 坐标 变换 


区 二 bizx!, 
二 bz zx， (4. 17) 
二 pb; 
可 使 二 次 曲线 C 在 这 个 新 坐标 系 下 的 方程 为 
Z2 十 2 十 zi 二 0. (4. 18) 


这 是 一 条 常态 的 虚 二 次 曲线 . 
车 6:(i 二 1,2,3) 不 同 号 ,不 失 问 题 的 一 般 性 , 则 可 令 b&b ,b 为 正 ,b， 为 负 .于 是 再 经 过 坐 
标 变 换 
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x me bi 元 
2 一 Vbizs, (4. 19) 
友 一 /一 bs zy 
可 使 二 次 曲线 C 在 这 个 新 坐标 系 下 的 方程 为 
72 十 z2 一 xz 一 0. (4. 20) 


这 是 一 条 常态 的 实 二 次 曲线 . 

(2) 当 判 别 式 D= |ai| =0 时 ,C 是 一 条 退化 的 二 次 曲线 ， 

@ 当 退 化 的 二 次 曲线 C 只 有 一 个 奇异 点 时 , 取 这 个 奇异 点 作为 新 坐标 三 点 形 的 顶点 
ads(0,0,1). 由 于 奇异 点 ~(r rr ) 的 坐标 要 满足 方程 组 


arl 十 aiars 十 air 一 0， 
| 十 a2zrz 十 a2sr3 一 0， (4. 21) 
airl 十 aqars 十 assr; 一 0， 
把 (0,0,1) 代 入 方程 组 (4. 21) 得 al 一 as 一 as 一 0, 因 而 二 次 曲线 C 的 方程 为 


az 十 2atztzs 十 a222 和 2 一 0. (4. 22) 
在 平面 上 任 取 一 个 不 同 于 奇异 点 的 点 作为 新 坐标 三 点 形 的 顶点 4; (0,1,0), 则 这 个 点 的 极 线 
6 必 过 奇异 点 d;(0,0,1). 在 这 条 极 线 8 上任 取 一 个 不 同 于 奇异 点 ds 的 点 作为 新 坐标 三 点 
形 的 另 一 个 顶点 d1(1,0,0), 则 点 di 的 极 线 必 过 点 ds 和 点 心 . 
点 (0,1,0) 的 极 线 为 zx! 二 0. 就 方程 (4. 22) 来 说 ,点 y(y! ,yl ,ys) 的 极 线 应 为 


ai ai 0 Lr 
(yisy2 ys) la a 0||z/|=0, (4. 23) 
0 0 0lxz 
即 az 十 ay 十 ad yix! 二 Tabs 一 0. (4. 24) 
把 y= (yi ,yi ,yi)= 二 (0,1,0) 代 入 (4. 24) 式 得 
Q2121 十 a2z 工 ! 一 0， (4. 25) 
再 与 zt/ 二 0 比较 得 知 a&1 一 a1; 二 0。 所 以 ,在 新 坐标 系 下 二 次 曲线 C 的 方程 为 
az 十 arzr? = 0. (4. 26) 


这 里 的 ch ,azs 都 不 为 零 ,否则 判别 式 DD 的 所 有 二 阶 子 式 都 为 零 ,与 奇异 点 只 有 一 个 相 了 矛盾 . 

若 ab ,a2 同 号 ,可 假设 它们 都 为 正 , 再 进行 一 次 坐标 变换 
友 一 Wanzi， 

雄一 Va2azy， (4. 27) 


] _ / 
3 一 Xs 
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则 二 次 曲线 C 在 这 个 新 坐标 系 下 的 方程 为 
XI 十 x2 二 0. (4. 28) 
它 是 两 条 虚 直 线 ,或 者 说 是 一 个 实 点 (0,0,1). 
车 al ,az 异 号 ,可 假设 al 为 正 ,at 为 负 , 再 进行 一 次 坐标 变换 ， 


Zi =Mauz, 

pe (4. 29) 

X= 了， 
则 二 次 曲线 C 在 这 个 新 坐标 系 下 的 方程 为 

2 一 2 一 0， (4. 30) 
即 

(XI— zd 2) = 0. (4. 31) 

这 是 两 条 不 同 的 直线 . 


@ 当 退 化 的 二 次 曲线 C 的 奇异 点 组 成 一 条 直线 & 时 , 取 直 线 & 作 为 新 坐标 三 点 形 的 一 
条 边 Gil x!=0. 这 条 直线 上 的 每 一 点 都 是 奇异 点 rlri»,re ,73), 且 其 坐标 ri—=0,rz ,rs 可 取 任 
何 数 . 由 奇异 点 的 定义 可 得 


aizrs 十 ar 一 0， 
十 a%srs 一 0， (4. 32) 
a3272 二 asrs 一 0， 
因此 ats 二 a1s 二 a 二 a4s 二 as 一 44s 二 a41 二 a4 二 0. 另 外 , 必 有 ali 关 0, 否 则 DD 对 应 矩阵 的 秩 为 


零 ,与 二 次 曲线 C 的 奇异 点 组 成 一 条 直线 矛盾. 故 二 次 曲线 方程 C 为 


az12 一 0， (4. 33) 
即 
zf12 一 0. (4. 34) 
它 是 两 条 重合 的 直线 . 
上 述 讨 论 整 理 如 下 : 
对 于 点 二 次 曲线 
C : > auzrizs 一 0，ak 一 atiR 一 1,2:,3， 
它 的 判别 式 为 


人 人 | 
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(1) 当 判 别 式 卫 关 0 时 , C 是 常态 的 二 次 曲线 ,适当 地 选取 射影 坐标 系 , 可 以 把 二 次 曲线 

C 的 方程 化 为 
ZX 十 X22 十 Xx 二 0 一 一 虚 二 次 曲线 

或 Z2 十 zY 一 了 2 一 0 一 一 实 二 次 曲线 . 

(2) 当 判 别 式 D=0 时 ,C 是 退化 的 二 次 曲线 ,这 时 可 分 为 两 种 情况 : 

@ 车 判别 式 D 的 二 阶 子 式 至 少 有 一 个 不 为 零 , 则 二 次 曲线 C 有 一 个 奇异 点 . 此 时 适当 
地 选取 射影 坐标 系 , 可 以 把 二 次 曲线 C 的 方程 化 为 

XT 十 x2 一 0 一 一 两 条 虚 直 线 

或 XY 一 x2 二 0 一 一 两 条 实 直 线 . 

@ 若 判别 式 的 二 阶 子 式 全 为 零 , 则 二 次 曲线 C 有 一 条 由 奇异 点 组 成 的 直线 . 此 时 适 
当地 选取 射影 坐标 系 , 可 以 把 二 次 曲线 C 的 方程 化 为 

Xx? 二 0 一 一 两 条 相 重 合 的 直线 . 
对 偶 地 ,对 于 线 二 次 曲线 
C: DAutéiti =0, Ax 一 Ai 一 1,2,3， 

它 的 判别 式 为 
4 Ai: A 
A Azz Azs . 
As A A; 

(1) 当 判 别 式 A 了 关 0 时 ,C 是 常态 的 二 次 曲线 ,适当 地 选取 射影 坐标 系 , 可 以 把 二 次 曲线 
C 的 方程 化 为 


A 一 |A |= 


如 十 包 十 弛 = 二 0 一 一 虚 二 次 曲线 
或 如 十 弛 一 咎 一 0 一 一 实 二 次 曲线 . 
(2) 当 判 别 式 A=0 时 ,C' 是 退化 的 二 次 曲线 ,这 时 分 两 种 情况 : 
Q@ 若 判别 式 A 的 二 阶 子 式 至 少 有 一 个 不 为 零 , 则 二 次 曲线 C 有 一 条 奇异 直线 . 此 时 适 
当地 选取 射影 坐标 系 , 可 以 把 二 次 曲线 C' 的 方程 化 为 
名 十 妈 二 0 一 一 两 个 虚 点 
或 弓 一 户 一 0 一 一 两 个 实 点 . 
@ 车 判别 式 A 的 二 阶 子 式 全 为 零 , 则 二 次 曲线 C 有 一 个 由 奇异 直线 组 成 的 线 东 . 此 时 
适当 地 选取 射影 坐标 系 ,可 以 把 二 次 曲线 C“ 的 方程 化 为 
&1? 二 0 一 一 两 个 相 重 合 的 点 . 
注 退化 的 点 二 次 曲线 和 退化 的 线 二 次 曲线 从 图 形 来 说 有 所 不 同 , 但 为 了 统一 起 见 , 仍 
统称 为 退化 的 二 次 曲线 . 
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习 题 3.4 


1. 证 明 : 二 次 曲线 C 上 的 射影 变换 由 它 的 射影 对 应 轴 和 一 对 对 应 点 确定 . 

2. 二 次 曲线 的 射影 对 应 轴 的 对 偶 是 怎样 的 ? 如 何 确定 它 . 

3. 已 知 二 次 曲线 C 上 的 一 个 对 合 变换 更 由 该 二 次 曲线 上 两 对 对 应 的 点 aa 和 65,b 所 
确定 , 求 作 此 对 合 变换 更 的 中 心 和 畏 . 

4. 证 明 : 二 次 曲线 C 上 的 对 合 变 换 的 任意 一 对 对 应 点 和 两 个 二 重点 成 调和 共 固 点 集 
(二 次 曲线 C 上 四 个 点 成 调和 共 斩 点 集 , 是 指 这 四 个 点 与 二 次 曲线 C 上 另 一 个 点 连 成 的 四 条 
直线 成 调和 线束 ). 

5. 化 下 列 二 次 曲线 方程 为 标准 方程 : 

(1) 好 十 好 十 好 十 2zz 十 2ziz3 一 6zoz 一 0; 

(2) 4 好 十 15z 一 5xz3 十 16zzs 一 8zizas 一 22zzi 一 0; 

(3) zizz 十 ZaZ3 十 Za32Xl1 一 0; 

(4) 好 十 4 好 十 9z 十 4zizz 十 12zz3 十 6ziz3 一 0. 

6. 试 证 二 次 曲线 C: 26 十 总 一 2 各 一 36 扣 一 38 扣 十 名 名 三 0 是 退化 的 二 次 曲线 ,并 求 它 
所 包含 的 点 . 


习 题 三 


1. 求 对 射 变换 ,使 得 点 z(1,2,1),y( 一 1,1,1),z(2, 一 1,0),x(1, 一 1,1) 分 别 变 为 直线 
[1,0,0],n[0,1,0] ,E50,0,1],g[1,1,1], 并 求 点 v(1,0, 一 1) ,w(0, 一 1,1) 的 像 直线 . 

2. 已 知 对 射 变换 
1 一 1 0 
-1 2 3|, 
0 1 
试 求 点 x(1,0, 一 1),y(0,1, 一 1) 的 像 直 线 名 ,7 

3. 试 证 : 给 出 一 个 自 配 极 三 点 形 及 一 对 对 应 的 点 (不 在 三 点 形 的 边 上 ) 和 直线 (不 过 三 
点 形 的 顶点 ) ,可 以 唯一 确定 一 个 配 极 变换 . 

4. 设 配 极 变 换 厂 的 自 配 极 三 点 形 是 坐标 三 点 形 , 而 且 点 (1,2,3) 的 极 线 是 [1,2,3], 求 
配 极 变 换 工 . 

5. 判别 下 列 配 极 变换 PP: x 一 6 的 类 型 : 


p8 = 


0 一 2zl 十 zz 一 Za， 0 一 2zl 十 zz 一 Z3， 
(1) 1- 二 52723235 (Co 天 0); (2) |e = 十 3z? 十 3zs 9 (pA0). 


06 一 一 Zi 一 37z 一 107zs 0 一 一 ZI 十 3zz 一 8zs 


Jie se 


YY 
疝 
lll 


6. 化 二 次 曲线 方程 
2z2 十 3 光 一 3z2 一 4zy 一 4 十 2zz 一 0 

为 标准 形式 和 简化 形式 ,并 确定 其 类 型 . 

7. 设 abc 是 二 次 曲线 C 的 内 接 三 点 形 ，6, 7 分 别 是 二 次 曲线 C 的 以 ap ,为 切 点 的 
| 切线 , 且 有 (bXce)Xé&=zx,(cXa)Xy=y,(aXb) XE= z, 求 证 : zx,y,z 三 点 共 线 . 

8. 设 a,b,c,d 是 二 次 曲线 C 上 给 定 的 四 点 , p,g 是 二 次 曲线 C 上 的 两 流动 点 , 且 有 
(pXa)X(gXe)=r,(pX6b)X (gxXd)=t, 求 证 : 直线 7rXi 必 过 一 定点 . 

9. 试 证 : 在 给 定 的 双 曲 型 配 极 变换 下 , 自 配 极 三 点 形 的 顶点 x,y 和 z 恰 有 一 个 是 无 切 
线 点 ,其 余 两 个 是 二 切线 点 . 

10. 已 知 二 次 曲线 C 上 的 五 个 点 , 求 作 二 次 曲线 C 上 其 余 的 点 ， 

11. 已 知 二 次 曲线 C 的 五 条 切线 , 求 作 二 次 曲线 C 的 其 余 切线 . 

12. 利用 Pascal 定理 , 作 二 次 曲线 C 上 给 定 一 点 的 切线 . 

13. 设 三 点 形 abc 外 切 于 一 条 二 次 曲线 ,在 6Xc,cXa,aX5b 三 边 上 的 切 点 分 别 是 a ,2， 
c ,求证 : p= 二 (6Xc)X(b Xe ),g 二 (cXa)X(c Xa ),r 二 (aX6b)X(a’ X65) 三 点 共 线 . 

14. 已 知 三 点 形 ape 的 两 个 顶点 上 和 * 分 别 在 两 条 定 直 线 a 和 8B 士 滑动 ,而 且 三 条 边 分 
别 过 不 共 线 的 三 点 x,y,z, 求 这 个 三 点 形 顶 点 a 的 轨迹 . 

15. 证 明 Pappus 定理 是 退化 的 点 二 次 曲线 的 Pascal 定理 , 试 叙 述 退 化 的 线 二 次 曲线 的 
Brianchon 定理 ， 

16. 设 六 点 形 Hi 内 接 于 一 条 二 次 曲线 C, 它 的 三 对 对 边 的 交点 共 线 a, 又 设 六 点 形 Hi， 
外 切 于 二 次 曲线 C, 各 边 的 切 点 就 是 有 H, 的 顶点 ， 互 : 的 三 对 对 应 点 的 连 线 共 点 a, 求 证 : 点 a 
关于 二 次 曲线 C 的 极 线 是 a. 

17. 设 ca 和 5,6 是 二 次 曲线 C 上 的 一 个 对 合 变换 的 两 对 对 应 点 , m,n 是 这 个 对 合 变 
换 的 两 个 二 重点 ,证 明 : m 和 za 和 6,a’ 和 6 是 二 次 曲线 C 上 的 另 一 个 对 合 变换 的 三 对 对 
应 点 .. 

18. 试 证 : 对 于 退化 的 二 次 曲线 


C: Da :xh = 0， 
车 Can) 的 秩 为 2, 则 有 奇异 点 ， 且 恰 是 此 二 次 曲线 方程 所 分 解 成 的 两 条 直线 的 交点 . 


二 
小 
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射影 观点 下 的 仿 射 
”几何 与 欧 氏 几何 


本 章 将 仿 射 几何 与 欧 氏 几何 纳入 射影 几何 的 范畴 ,把 它们 作 
为 射影 几何 的 子 几 何 来 讨论 ,利用 前 三 章 的 理论 研究 它们 的 一 些 ， 
基本 的 知识 .就 具体 内 容 而 言 ,将 讨论 二 次 曲线 的 仿 射 性 质 与 度量 
性 质 . 本 章 最 后 介绍 克 菜 因 (F，Kilein) 的 变换 群 观点 ,对 三 种 几何 
作 一 个 综合 的 比较 . 


4.1 仿 射 变换 与 仿 射 几何 


_ 一 、 仿 射 平面 


在 第 一 章 中 ,我 们 为 欧 氏 平面 添加 了 一 条 理想 直线 一 一 无 穷 远 直线 ， 
并 把 这 条 直线 与 其 他 直线 同等 看 待 ,从 而 得 到 了 射影 平面 . 这 里 与 之 相 
反 , 我 们 从 射影 平面 任意 抽 去 一 条 直线 ,并 把 剩余 的 部 分 称 为 仿 射 平面 ， 
记 做 A*. 仿 射 平面 上 的 直线 称 为 仿 射 直线 , 仿 射 平面 上 的 点 称 为 仿 射 点 . 

应 当 注意 ,从 射影 平面 抽 去 一 条 直线 后 剩余 的 部 分 绝对 不 是 欧 氏 平 
面 ,因为 我 们 并 没有 在 这 个 平面 上 导入 度量 的 概念 . 而 仿 射 平面 与 射影 平 
面 的 差异 仅仅 在 于 一 条 直线 . 为 了 利用 已 有 的 射影 平面 的 知识 讨论 仿 射 
平面 ,今后 我 们 将 允许 被 抽 去 的 直线 “ 借 居 ”于 仿 射 平面 . 为 了 方便 ,我 们 
称 被 抽 去 的 那 条 直线 称 为 绝对 直线 或 无 穷 远 直 线 , 而 称 绝对 直线 上 的 点 
为 无 穷 远 点 . 在 今后 的 讨论 中 ,我 们 将 借助 于 绝对 直线 ,以 它 为 媒介 ,利用 
射影 平面 的 知识 讨论 仿 射 平面 ,不 过 务必 时 刻 注意 ,绝对 直线 并 非 仿 射 平 
面 上 的 元 素 . 

显然 , 仿 射 平面 与 仿 射 直线 都 不 是 封闭 的 . 实际 上 , 仿 射 直线 就 是 将 
射影 直线 划 去 一 个 点 的 剩余 部 分 ,被 划 去 的 那个 点 就 是 射影 直线 与 绝对 
直线 的 交点 (无 穷 远 点 ). 

在 仿 射 平面 上 ,可 以 引入 一 些 射影 平面 上 不 可 能 有 的 概念 . 例如 ,在 


1 和 


射影 平面 上 任意 两 条 相 异 直线 总 有 一 个 交点 ,在 仿 射 平面 上 则 不 然 ,如 果 两 条 相 异 的 仿 射 直 
线 相交 于 绝对 直线 上 ,由 于 绝对 直线 不 是 仿 射 平面 的 元 素 , 因 此 这 两 条 仿 射 直线 就 没有 交 
点 . 根据 传统 的 观念 , 称 这 两 条 直线 是 相互 平行 的 , 即 有 下 面 的 定义 : 

定义 1.1 若 仿 射 平面 上 两 条 直线 与» 相交 于 绝对 直线 上 , 则 称 直线 € 与 5 互相 平行 ， 
记 做 /7 

在 仿 射 平面 上 研究 图 形 的 几何 性 质 ,这 就 是 平面 仿 射 几何 的 内 容 ， 因此, 仿 射 平面 就 是 
仿 射 几何 的 活动 基地 . 


二 、 平面 仿 射 坐标 系 


在 射影 平面 已 上 任 给 无 三 点 共 线 的 四 点 心 (1,0,0) ,ds (0,1,0),ds(0,0,1),e(1,1,1)， 
就 构成 了 一 个 平面 射影 坐标 系 ( 图 4-1(a)). 令 
e = (diXe)xX6= (0,1,1), e: = (d; Xe) X= (1,0,1), 

即 

ee =ds++d, =di+td;. 
设 m 为 射影 平面 P* 上 任意 一 点 . 若 

m = Xidi 十 zzdz x3ds, 
则 点 疡 在 这 个 射影 坐标 系 下 的 射影 坐标 为 (zi ,x ,x3). 又 令 
m! = (di X1)XB6 一 (0,zz)，7122 一 (ds Xm) Xp 一 (zy0) zy). 


d; 3 7 di 2 
ex(1,0,1) mi(x1,0, x3) di~O e(0 mi(x,0) 6, 
(a) (b) 


图 4-1 


不 失 一 般 性 ,我 们 取 6, 作为 绝对 直线 (为 明确 起 见 ,今后 将 绝对 直线 写 做 9- ) ,构成 仿 射 
平面 A?. 这 样 ,在 图 4-1(a) 中 ,由 于 8,eXel,m Xml 三 条 直线 相交 于 直线 5; 上 的 点 由, 因 
此 它们 是 互相 平行 的 ;同样 ,92 ,eXe’,mXm? 三 条 直线 交 于 直线 8 上 的 点 心 , 因 此 它们 也 
是 互相 平行 的 . 这 样 一 来 ,在 仿 射 平面 上 A? 我 们 就 可 以 把 图 4-1(a) 改 画 成 图 4-1(b) 的 样 
子 , 这 就 得 到 平面 仿 射 坐标 系 . 

在 仿 射 平面 4 上 ,由 于 我 们 取 定 8 : zx, 二 0 为 绝对 直线 ,因而 仿 射 平面 A* 上 点 的 坐标 
的 第 三 个 数 总 不 会 为 0, 即 恒 有 zs 天 0. 所 以 仿 射 平面 A* 上 任 一 点 的 射影 坐标 (zi ,zi ,zs) 总 
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”第 四 章 ”射影 观点 下 的 仿 射 几何 与 欧 氏 几何 


可 以 写成 (z,y,1) 的 形式 ,其 中 


os ne i (1.1) 


这 样 , 仿 射 平面 4 上 任 一 点 了 的 坐标 都 可 以 用 有 序 二 实数 组 (x,y) 来 表示 . 我 们 将 有 序 二 
实数 组 (zx,y) 称 为 点 P 的 仿 射 坐标 ,其 中 工 称 为 该 点 的 横 坐 标 ，y 称 为 该 点 的 纵 坐 标 . 同时 
把 仿 射 坐标 系 中 的 直线 8: 称 为 z 轴 或 横 轴 ,直线 5 称 为 y 轴 或 纵 轴 ( 图 4-1(b)). 

特别 地 ， 吃 的 仿 射 坐标 是 (0,0) ,通常 用 O 代替 ds: , 称 之 为 仿 射 坐标 系 的 原点 ie 的 仿 射 
坐标 为 (1,1), 称 之 为 仿 射 坐标 系 的 单位 点 ;ez 和 e! 的 仿 射 坐标 分 别 为 (1,0) 和 (0,1);m! 和 
me 的 仿 射 坐标 分 别 为 (0,y) 和 (x,0). 

对 于 仿 射 直线 

Ll: zl 十 名 Zr 十 名 zs 一 0， 
由 (1. 1) 式 知 ,! 的 方程 可 以 写成 
l: 6z 十 名 7y 十 名 = 0. 
这 里 和 ,人 e 不 同时 为 零 , 否 则 &,&,& 同时 为 零 , 与 我 们 前 面 的 规定 矛盾 . 因此 ,任意 一 条 仿 
射 直线 的 方程 都 可 以 写成 如 下 形式 : 
4z 十 By 十 C 王 0， 

其 中 4,B 不 同时 为 零 . 

但 应 注意 , 若 已 知 两 点 a,b 的 仿 射 坐标 (zs ,ys。) 和 (zs ,ys), 求 过 a,6b 两 点 的 直线 时 ,我 们 
还 是 要 写成 原来 的 射影 坐标 ,以 便利 用 有 序 三 实数 组 的 运算 , 即 写 成 

a Xb= (rs yl1) X ros ysl1). 


三 、 仿 射 比 


在 射影 几何 中 ,基本 的 射影 不 变量 是 交 比 . 在 仿 射 几何 中 , 与 交 比 地 位 相当 的 量 是 仿 
射 比 . 

定义 1.2 设 pw 表 示 仿 射 直线 & 上 的 无 穷 远 点 ( 即 pw 一 &X6.,), a,b,c 是 直线 上 三 
个 相 异 的 点 , 则 称 交 比 R(p ,a;65,c) 为 直线 & 上 三 相 蜡 点 a ,b,c 的 仿 射 比 或 单 比 , 记 做 
Ala,b,c), 即 

: A(l(a,b,c) = R(p, sa;b,c). 

定理 1.1 设 仿 射 直线 < 上 三 相 异 点 a,p,c 关于 某 一 仿 射 坐标 系 的 坐标 分 别 为 (Ca ,a,)， 

(bi ,52) ,Cc ,co), NN 


ARasbie) (1.2) 


1 Qi b2 一 az 


证 明 已 知 a,6b,c 三 点 用 射影 坐标 来 表示 分 别 为 


$4.1 仿 射 变换 与 仿 射 几何 


| 


a 二 (al ,az ,1),， b= 《pp ,1), c= (ci1»c2 ,1). 
因为 a,5,c 三 点 共 线 且 相 异 , 故 存在 非 零 实 常数 4,p, 使 得 


c=Aa 十 jb. (1. 3) 
将 a,b,c 的 射影 坐标 代 人 (1. 3) 式 ,并 比较 两 端 ,得 : 
c 一 和 al 十 pp， c=hartpbs, 1=A+p. (1.4) 
将 1 十 pr 一 1 代 人 (1.3) 式 ,得 
c= (1— atpb. (1. 5) 


点 a 一 b 的 射影 坐标 为 Cal 一 b ,as 一 5 ,0) ,所 以 它 应 该 在 绝对 直线 5.。 上 (因为 x, 二 0). 另外 ， 
点 a 一 6b 还 应 该 在 直线 & 上 (因为 点 4,6 在 直线 & 上). 因此 a 一 5 是 直线 与 绝对 直线 0- 的 
交点 p-, 即 pp 二 a 一 6b, 从 而 


b =— pw 十 ca， (1.6) 
将 其 代入 (1.5) 式 ,得 c=(1 一 /Da 十 pa 一 总 ), 即 
C 一 一 /iD a. (1.7) 
由 (1.6),(1.7) 两 式 ,根据 交 比 定义 ,有 | 
1XGC-A 部 
R(pw 250，C) = 志和 XI 二 人 


而 由 (1. 4) 式 解 得 K 一 六 一 全 一 下 一 二 , 故 有 


Ala,b,c) = Rp aipic) = = > a = > se 
注 ”由 于 a,6 两 点 相 异 ,上 式 的 两 个 分 母 不 能 同时 为 零 ,因此 上 面 的 计算 仿 射 比 的 公式 
是 实用 的 . 若 有 一 个 分 母 为 零 ,其 分 子 也 为 零 , 仿 射 比 由 另 一 式 确定 . 
例 1 已 知 仿 射 平面 上 三 相 异 点 a 二 (2,4) ,5b 二 (4,6),c 二 (3,5), 证 明 a,b,c 三 点 共 线 ， 
并 求 A(a,b,c). 
解 ” 因 为 a,6b,c 三 点 用 射影 坐标 来 表示 分 别 为 
a= (2,4,1), b= (4,6,1), c= (3,5,1), 


且 
2 4 1 2 1 
[aoc| 一 |46 1|=|2 2 0|=0, 
3 5 1 1 0 
因此 a,6,c 三 点 共 线 . 由 定理 1.1 有 
Ala,b 往生 


下 面 的 定理 给 出 了 仿 射 比 与 交 比 之 间 的 关系 . 
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定理 1.2 设 a,b,c,d 是 仿 射 直线 上 的 相 异 四 点 , 则 


A(d,a,b) 
A(Ccap) 


证 明 设 仿 射 直线 & 上 的 无 穷 远 点 为 p> , 则 由 § 2.1 的 公式 (2.22), 对 于 共 线 于 上 的 五 
个 相 蜡 点 a ,b,c,d,pws 有 ~ 
Rla,b;c,d) = Rla,byc, pw) Rla,b; pe »d). 


R(la,b;c,d) = (1.8) 


而 
1 
i Sd 及 (CD Cab) Alc,a,b) 
R(la,b; po ,dd) Eee R(p. ,d;a,b) Be A(ld,a,b). 
_A(d,a,b) 
因此 Rla,bic,d) = Ree,a,by 


定义 1.3 点 c 一 去 (a 十 6) 称 为 a,6b 两 点 的 仿 射 中 心 . 


关于 仿 射 中 心 ,我 们 有 如 下 的 定理 : 
定理 1.3 点 < 为 a,b 两 点 的 仿 射 中 心 的 充分 必要 条 件 是 c ,p= 二 6.. X (aX5) 调 和 分 隔 
a,b. 


c 一 六 (az 十 旬 一 六 ea 十 二 8， pw 一 4 一 b 《参见 定理 1.1 的 证明 )， 
5X1 
故 有 R(a,bsc, po ) 一 本 一 一 ]. 
二 义 ( 一 1) 
| 2 
因此 c,pw 调 和 分 隔 a ,6. 
充分 性 设 c,pw 调 和 分 隔 Qa,5， 则 
Rla,b;c, pe ) 一 一 1. 
设 c 二 ha 十 jb, 而 pw 二 a 一 5b, 则 
| LxXl1 _ kp 
R(la,b;c, pw~) en Ee 
< 一 人 (a 十 0). 


设 asb,c 三 点 的 射影 坐标 分 别 为 (al 3 人 2 ,1) ,CDi ,bs ,1) (ci sC2 ,1) ;代入 上 式 可 知 4 一 方 ,所 以 


c= 方 (at+b) ， 即 c 是 a;6 两 点 的 念 射 中 心 . 


| 
5441 SR 9 
在 欧 氏 几何 中 ,一 组 平行 线 在 两 相交 直线 上 截 得 的 线段 成 比例 ,这 是 大 家 熟知 的 事实 ， 
下 面 的 例题 给 出 了 与 这 一 事实 相 类 似 的 结论 . 
例 2 证 明 ; 如 果 相 交 于 点 w 的 两 条 不 同 的 直线 ,& 被 三 条 平行 线 六 ,六 ,六 分 别 截 于 
点 a,b,c 和 a ,b,c ,那么 : 
| Al(usasb) = A(uya’ ,6b), Ala,byc) = A(a’ ,b,c’). 
证 明 如 图 4-2 所 示 , 由 于 直线 六 ,六 ,为 互相 平行 ,因此 四 直线 ,加 ,加 ;5%。 共 点 于 9 (无 
穷 远 点 ). 设 pw 一 EX65， ps 一 X5, 则 


goo 
E€(usarbsc pa) A (ua ,b,c ,po ). 


因此 
RD susab) = R(p', ,usa’ 0 )， 
R(p» sa;b,c) = R(p', sa’ ;b,c ), 
从 而 有 
Al(u,a,b) = A(u,a’ ,6b'), 
Ala,b,c) = Al(a’ ,b,c'). 
四 . 仿 射 变换 


1. 仿 射 变换 的 定义 与 基本 的 仿 射 性 质 (不 变量 ) 

定义 1.4 在 仿 射 平面 A* 上 ,保持 绝对 直线 8- 不 变 的 直射 变换 称 为 仿 射 变换 . 

通常 用 a 来 表示 仿 射 变换 . 由 定义 知 , 仿 射 变换 a 是 直射 变换 (二 维 射影 变换 ) 的 一 种 特 
例 , 它 使 得 绝对 直线 5.。 上 的 任意 一 点 x 变 到 绝对 直线 5 上 的 一 点 x 二 a(x) (但 不 一 定 有 
Z 一 工 ). 

由 这 个 定义 可 推 得 , 任 一 仿 射 变换 的 逆 变换 ec” 也 是 仿 射 变换 ,任意 两 个 仿 射 变换 wm ， 
az 的 积 was 也 是 仿 射 变换 . 这 是 因为 这 些 变换 也 都 保持 绝对 直线 6- 不 变 . 于 是 ,我 们 有 下 
面 的 定理 : 

定理 1.4 仿 射 平面 A 上 的 所 有 仿 射 变换 组 成 的 集合 构成 一 个 群 , 它 是 二 维 射影 变 
换 群 卫 的 子 群 . 

根据 仿 射 变换 的 定义 ,我 们 还 可 以 推 得 仿 射 变换 的 两 个 重要 性 质 , 就 是 下 面 的 定理 1.5 
和 定理 1. 6. 

定理 1.5 仿 射 变换 把 互相 平行 的 直线 变 为 互相 平行 的 直线 , 即 仿 射 变换 保持 平行 性 不 
证 明 设 a 是 任 一 仿 射 变换 ,由 于 仿 射 变换 是 直射 变换 的 特例 ,因此 仿 射 变换 也 保持 同 
素性 , 即 a 把 直线 变 为 直线 . 
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如 图 4-3 所 示 , 设 与» 是 两 条 平行 直线 , 即 6/ 75, 则 &X y= po E€ 6w. 又 设 二 a(&)， 
¢ 3。 7 一 a( 攻 ，p% 一 a(p~) ,而 6 一 a(6). 由 于 7,6 三 直线 共 点 pe， 
1 ~ | ”并 且 仿 射 变换 是 直射 变换 的 特例 ,因此 把 相交 于 一 点 的 直线 仍 变 成 相 
| ” 交 于 一 点 的 直线 . 所 以 总 ,7 了 ,0- 三 直线 也 共 点 ,这 一 点 当然 就 是 p， 
a 即 直线 与 9 相交 于 绝对 直线 6。 上. 故 有 & /7. 
| ip: 定理 1.6 设 a,b,c 是 共 线 的 三 相 异 点 , 则 在 仿 射 变换 a 下 a’= 
a(a),b 一 a(b),c 二 a(c) 也 是 共 线 的 三 相 异 点 ,并 且 A(a,6b,c)= 
4A(Ca ,b,c ), 即 仿 射 变换 保持 仿 射 比 不 变 . 
证 明 由 于 仿 射 变换 是 直线 变换 的 特例 ,所 以 a 使 共 线 三 相 异 点 a ,b,c 变 成 共 线 三 相 异 
点 a’,b sec/ 
设 点 a,b,c 共 线 于 直线 &, 点 a ,7 ,c 共 线 于 直线 ( 则 二 al&)) ,又 设 
Ex0. = ps, EX = pp 
则 ps 二 a(p). 这 样 一 来 ,直线 £ 上 的 四 相 异 点 a ,5b,c ,pw 在 a 下 分 别 变 成 直线 上 四 相 异 
点 a ,b,c ,p%. 由 于 仿 射 变换 是 直射 变换 的 特例 ,因此 a 保持 交 比 不 变 , 即 
R(ps ,asb,c) 一 Rb sa’ ;b,c'). 
由 仿 射 比 定义 有 
A(a,pc) = A(a’ 0 sc ). 
图 形 在 仿 射 变换 下 保持 不 变 的 非 射影 的 性 质 (不 变量 ) , 称 为 图 形 的 仿 射 性 质 ( 不 变量 ). 上 
面 两 个 定理 说 明了 ,平行 性 是 仿 射 性 质 , 仿 射 比 是 仿 射 不 变量 ,它们 是 基本 的 仿 射 性 质 和 基本 
的 仿 射 不 变量 . 研究 图 形 的 仿 射 性 质 与 仿 射 不 变量 的 学 科 就 是 仿 射 几何 学 (参阅 8 4. 5). 


2. 仿 射 变换 的 确定 条 件 

在 第 二 章 中 我 们 知道 ,一 对 对 应 的 四 点 形 确定 唯一 的 直射 变换 . 由 于 仿 射 变换 是 直射 
变换 的 特例 ,自然 会 想到 确定 仿 射 变换 的 条 件 一 定 不 会 这 么 强 . 事实 上 ,确定 唯一 的 仿 射 变 
换 只 需 一 对 对 应 的 三 点 形 就 足够 了 . 这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 1.7 设 a,b,c 是 仿 射 平面 A* 上 任意 给 定 的 不 共 线 三 点 , a ,b,c 也 是 仿 射 平面 
A?* 上 任意 给 定 的 不 共 线 三 点 , 则 存在 唯一 的 仿 射 变换 a, 使 得 

a’ =a(la), b =a(b), ¢c = alc). 

简 言 之 ,任意 一 对 对 应 的 不 共 线 三 点 确定 唯一 的 仿 射 变换 

证 明 设 

pe = (aXb) Xb go = (aX) Xb, po= (a Xb)XE, qs,= (a Xo) Xe., 

则 存在 唯一 的 一 个 直射 变换 亚 , 使 得 无 三 点 共 线 的 四 点 5, pe ,c,9 分 别 变 成 无 三 点 共 线 的 
四 点 5 ,bc ,gq%. 由 于 直射 变换 更 保持 点 与 直线 的 结合 关系 ,所 以 亚 把 直线 5 Xp 与 
cXg 的 交点 a 变 成 直线 6’ Xp 与 c Xg 的 交点 a . 于 是 , 更 使 得 点 ac,p,c 分 别 变 成 了 点 


84.1 仿 射 变换 与 仿 射 几何 | 


a ,6 ，c .又 由 于 更 把 绝对 直线 8$- 上 的 两 点 p,q 分 别 变 成 绝对 直线 38。 上 的 两 点 加 ,9 ， 

所 以 更 把 绝对 直线 $S- 上 的 点 变 成 绝对 直线 9- 上 的 点 , 即 保持 绝对 直线 不 变 . 因此 这 个 更 

就 是 仿 射 变换 a. 这 就 证 明了 定理 的 存在 性 . 

若 再 有 一 个 仿 射 变换 a 把 点 a ,bc 分 别 变 成 点 a ,2 ,c , 则 a 把 直线 a X56 与 8- 的 交点 
p~ 变 成 直线 a X56 与 3- 的 交点 po ,又 把 直线 aXc 与 8 的 交点 9 变 成 直线 a Xe 与 5 的 

交点 q. 于 是 a 与 a 同时 使 得 无 三 点 共 线 的 四 点 5,p,c,gq- 分 别 变 成 无 三 点 共 线 的 四 点 

b' ,ps,c ,qs， 因 此 a 与 a 是 同一 个 仿 射 变换 . 这 就 证 明了 定理 的 唯一 性 . 


3. 仿 射 变换 的 表达 式 
下 面 我 们 推导 仿 射 变换 的 表达 式 . 首先 让 我 们 回忆 一 下 直射 变换 的 表达 式 , 它 是 


pe plai | 0,i= 1,2,3, (1. 9) 
k=1 
相应 的 线 坐 标 变换 式 为 
3 
al6f 一 Dy Auk, olAx|¥0, i= 1,2,3, (1. 10) 
k=1 _ 


其 中 Ais 是 | Gik | 中 ax 的 代数 余子 式 ， 
取 6 二 [0,0,1] 为 绝对 直线 . 因为 仿 射 变换 保持 绝对 直线 不 变 , 所 以 只 要 将 直线 [0,0,1] 
不 变 的 条 件 代 入 直射 变换 式 , 便 可 得 到 仿 射 变换 的 表达 式 . 
将 [0,0,1] 一 [0,0,1] 代入 直射 变换 式 (1. 10) ,得 
Au =0,， A,=0. 
由 此 得 As; 关 0， 否则 将 会 有 |Ai | 二 0，, 与 条 件 ol Ai | 天 0 矛盾 .而 


Q21 422 U1 CQ12 Ul Qlz 
Ai > > As 二 一) ? Ass = » 
U3l U32 CQ31 U32 C21 dz22 
人 一 Q12431 一 一 As 一 0， (1.11) 
azlaaz — A22431 一 A = 0， 
Ci11 dlz2 
c= 和 天 0. (1. 12) 
C21 Ud22 


因此 ,如 果 把 (1. 11) 式 看 成 以 az ,asi 为 未 知 量 的 线性 齐 次 方程 组 ,由 于 其 系数 行列 式 不 为 
零 , 故 只 有 零 解 : 
aaz 一 as1 一 0， (1. 13) 
但 a;; 取 0, 否则 将 出 现 |ai |=0, 与 条 件 pl ais | 关 0 矛盾 . (1.14) 
将 (1.13),(1. 14) 两 式 代 人 直射 变换 式 (1. 9) ,得 
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过 
zl 一 QI111 十 aizZs 十 ais23 9 
Ql Qi12 


天 0， a33 天 0. (1. 15) . 


OZ 一 azlZl 十 azzzs 十 azsZs， p 


六 Q2z1 dz22 
PX, = Q3ssZ3， 


反之 ,直射 变换 式 (1.15) 必 然 保 持 绝 对 直线 3. (6;) 不 变 , 因 为 (1.15) 式 使 所 有 坐标 的 第 
三 个 分 量 为 零 (z, 一 0) 的 点 变 成 坐标 的 第 三 个 分 量 为 零 C(z; 一 0) 的 点 , 即 保持 6 不 变 . 因此 
(1.15) 式 就 是 用 射影 坐标 表示 的 仿 射 变换 的 表达 式 . 

如 果 使 用 仿 射 坐标 ,此 时 x 二 1. 因为 矩阵 (ax ) 的 元 素 可 以 成 比例 地 变化 ,而 aas 天 0, 故 
可 取 a3s 一 1, 从 而 po 二 1. 再 令 zx 一 ,Xz 一 yy,a13 一 aq1,423 一 Qaz ,于 是 由 (1l. 15) 式 可 以 得 到 用 仿 
射 坐标 表示 的 仿 射 变换 的 表达 式 : 


状 
一 QZ 十 aizy 十 Qi， 


dl Qi2 


天 0. (1.16) 


y 一 aszr 十 azzy 十 az， 
例 3 求 使 点 (0,0),(1,1),(1, 一 1) 分 别 变 为 点 (2,3),(2,5),(3, 一 7) 的 仿 射 变换 . 
解 ”容易 证 明 (0,0),(1,1),(1, 一 1D) 和 (2,3),(2,5),(3, 一 7) 分 别 是 不 共 线 的 三 点 组 ， 
由 定理 1.7, 它 们 确定 唯一 的 仿 射 变换 . 设 这 一 仿 射 变换 为 


’ 
< = aux 十 awzy+ai ，? 


C21 CQC22 


y 一 azaz 十 azzy 十 az. 
由 (0,0) 一 (2,3) 得 
2 一 ai， 
ia 一 as; 
由 (1,1)- 一 (2,5) 得 
| 一 all 十 aliz 十 ai， 
5 一 azl 十 az 十 az; 
由 (1, 一 1) 一 (3, 一 7) 得 
人 = ai 一 aiz 十 ai， 


一 7 三 4 Qt az. 


解 得 所 求 的 仿 射 变换 为 
i 证 
| 二 2|=1 关 0. 
y 一 一 4z 十 6y 十 3， 一 4 6 


例 4 用 代数 法 证 明定 理 1.7: 一 对 对 应 的 不 共 线 三 点 确定 唯一 的 仿 射 变换 . 

证 明 设 z(ziyz)->z(z zyCyy) 一 yz(zyz) 一 (zz;) 是 仿 射 
平面 上 任意 不 共 线 的 三 对 对 应 点 ,所 谓 由 这 三 对 对 应 点 确定 唯一 的 仿 射 变换 ,就 是 指 将 这 三 
对 对 应 点 的 坐标 代入 仿 射 变换 公式 


Ar 站 
几何 
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' 
Re Ci 十 ay 十 ai 9 


y 一 0217 十 azzy 十 az， 


能 够 唯一 地 确定 其 系数 Qi1 9Q12 9 CQ21 ,422 和 CIyQ2 ,并 且 满 足 四 天 0. 
将 所 给 的 三 对 对 应 点 的 坐标 代入 仿 射 变换 公式 ,得 
2 一 Ql 十 alzZs 十 ai， 2 一 QT 十 azzZ? 十 az; 


yy! = anyTawsy ta yf = any tarys as; 
2 一 Quzi 十 aizzz 十 CI， z/ = Qazi 二 Qz2 22 十 a;. 
由 于 z,y,z 三 点 不 共 线 ,所 以 有 
Xr Ty 1 


y yy 1 天 0. 


zl zz 工 
于 是 由 上 面 左边 的 三 个 方程 可 以 解 出 唯一 的 一 组 解 ca ,aiz ya 而 由 右边 的 三 个 方程 可 以 解 
出 唯一 的 一 组 解 dd21 9 422 ?22 ; 即 仿 射 变换 公式 的 系数 能 够 唯一 确定 . 下 面 证 明 , 如 此 得 到 的 


QIil als 


aayaliz yazl ,az 满足 A= 天 0. 


Q21 U22 

假设 A==0, 则 2 (RE 为 某 实 常数 ), 即 a 二 asik,a1s 二 azzk.， 于 是 有 
a ‘ 

1 之 2 / /7 / / 

yI XX ys 


+  _ / 太 A 
之 1 XI 之 2 Ts 


1 
yi yz 1|= 
xz: xz2 1 


aa 一 2) 十 aitz(yz — Tz) a — Xx) a (ys — Tx,) 


Qu (Zi 一 2) 十 aiz(zs 一 2Z2) as(zl 一 2) 十 aa(zs — Xs) 


kLlaz (yi 一 站 ) 十 azz(y 一 Z)] an(yi Om— Tx) a (ys 一 并 ) 


kLaz (Zz 一 zx) 十 aazz(z? 一 zz)] az1 (ZI — x) 十 azz (zz — Xs) 
一 0. 


Ql Cl12 


这 说 明 zy ,zx 三 点 共 线 ,与 题 设 矛 盾 . 因此 必 有 


4. 仿 射 变换 的 特例 

在 $2.5 中 ,我 们 利用 二 重 直线 和 二 重点 的 位 置 关系 划分 了 直射 变换 . 由 于 仿 射 变换 是 
直射 变换 的 特例 ,因此 我 们 将 借用 那里 的 结论 来 划分 仿 射 变换 . 

我 们 知道 ,使 得 绝对 直线 6. (6;) 上 的 每 一 点 都 不 动 的 直射 变换 于 的 表达 式 为 
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pi = pzi 十 aiz3， 
pzy 一 pr 十 azzs，p 天 0,，8 天 0. (1. 17) 
Di = Zi， 
这 种 直射 变换 更 显然 是 特殊 的 仿 射 变换 . 如 果 采 用 仿 射 坐标 ,(1. 17) 式 可 以 写成 
zx 一 pr 十 ai， 
- = by 十 az. 
(1. 18) 式 就 是 使 绝对 直线 9- 上 每 一 点 都 不 动 的 特殊 的 仿 射 变换 〈 注 意 : 一 般 的 仿 射 变换 只 
是 保持 5 不 动 , 但 9- 上 的 点 可 能 容 动 ). 
下 面 我 们 将 根据 (1. 18) 式 系数 的 取 值 划分 这 种 特殊 的 仿 射 变换 . 


(1. 18) 


4.1 平移 变换 
当 2 一 1, 且 a ,as 不 全 为 零 时 ,(1.18) 式 变 成 了 
Xx 一 十 ai， 
es (1. 19) 


由 $2.5 中 的 讨论 知 , 作 为 直射 变换 的 特例 , 它 是 合 射 变换 . 在 这 里 ,我 们 称 这 种 仿 射 的 合 射 
变换 为 平移 变换 . 
根据 合 射 变换 的 定义 ,平移 变换 (1. 19) 作 为 合 射 变换 来 说 , 它 的 合 射 轴 是 直线 8- , 合 射 
中 心 是 点 (a1 ,az ,0)( 在 合 射 轴 上 ) ,除了 直线 5.。 上 的 点 以 外 它 再 也 没有 不 动 点 了 ,但 过 中 心 
的 每 一 条 直线 都 是 它 的 不 动 直线 . 因此 我 们 有 以 下 定理 : 
定理 1.8 平移 变换 (1. 19) 在 仿 射 平面 上 没有 不 动 点 ,但 它 使 得 仿 射 平面 上 经 过 无 穷 远 
点 (aiyaz,0) 的 一 组 平行 线 中 的 每 一 条 直线 都 是 不 动 直线 . 
对 于 不 过 无 穷 远 点 (al ,az ,0) 的 直线 ,在 平移 变换 (1. 19) 下 它 的 像 直线 又 是 怎样 的 呢 ? 
下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 
定理 1.9 设 平 移 变换 (1. 19) 把 仿 射 平面 上 的 点 a(zs,ys),b(zs; ys) 分 别 变 为 点 
a (zyy),b (zx/ yy); 则 aXb/a Xb (包含 aX565 与 a Xb 重合 的 情况 ). 
证 明 由 已 知 有 
a Xb= ral1) X zisyyss1) = [ys — ys — ros Tays — Zoya], 
又 由 平移 变换 式 (1.19) 有 
a Xb = (x,y ,1) XK Cri sy sl) = xs aryye tt aryl) X zst a ys az,1) 
二 [yo 一 zs 一 Zoo x ]， 
所 以 (aX6b)X (a xz 一 (*，x ,0) ,这 里 用 “x ”表示 某 个 数 . 这 说 明 直 线 cxX8 与 a X2 的 
交点 在 绝对 直线 8. 上 , 故 有 aXb//a Xb. 
注 当 5=1,al 二 as 二 0 时 , (1. 19) 式 变 成 了 
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x — I， 
/ (1. 20) 
he 
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这 是 恒 等 变换 . 根据 我 们 的 定义 ,人 恒 等 变换 不 是 平移 变换 , 它 只 不 过 是 一 种 特殊 的 仿 射 变换 “ 


罢了 ,对 于 它 没 有 更 多 可 讨论 的 . 我 们 这 里 定义 的 平移 变换 的 全 体 不 能 构成 群 (无 单位 元 ). 
但 是 如 果 把 恒 等 变 换 加 进来 ,做 成 一 个 扩大 的 平移 变换 的 集合 ,那么 这 个 扩大 的 平移 变换 集 
合 构成 一 个 可 换 群 .因此 ,有 的 平移 变换 的 定义 并 不 限制 a ,as 不 同时 为 零 的 条 件 , 这 样 恒 
等 变换 就 是 平移 变换 的 特例 了 ,而 且 平移 变换 的 全 体 构 成 一 个 群 一 一 平移 群 . 我们 这 里 没有 
这 样 做 ,是 为 了 把 平移 变换 与 合 射 变换 对 应 起 来 ,以 便利 用 合 射 变换 的 一 些 性 质 来 讨论 平移 
变换 ,同时 也 是 为 了 前 后 呼应 . 下面 的 讨论 也 是 如 此 . 

4.2 伸缩 变换 

当 6b 关 1 时 ,由 $2.5 中 的 讨论 知 ,(1.17) 式 表示 以 直线 9- 为 轴 , 点 (ayaz ,1 一 0 为 中 心 
的 透射 变换 ,用 仿 射 坐标 表示 就 是 (1. 18) 式 . 这 种 仿 射 的 透射 变换 ,我 们 称 它 为 仿 射 平面 上 


的 伸缩 变换 ,其 中 心 是 ( 呈 5, 了 所). 如 果 把 中 心 取 作 仿 射 坐标 系 的 原点 (0,0) , 则 伸缩 变换 
可 以 写成 


Z = br, 
| b0,1. (1.21) 


y = by,， 
由 于 射影 平面 上 的 透射 变换 除了 轴 上 的 每 一 点 是 不 动 点 之 外 ,中 心 ( 不 在 轴 上 ) 也 是 不 
动 点 ,经 过 中 心 的 每 一 条 直线 都 是 不 动 直线 ,因此 ,我 们 有 如 下 的 定理 : 
定理 1.10 在 伸缩 变换 下 ,其 中 心 是 不 动 点 ,经 过 中 心 的 每 一 条 直线 是 不 动 直线 . 
4.3 “中心 反射 变换 
当 5 二 一 1 时 ,由 32.5 中 的 讨论 知 , (1. 17) 式 表示 以 直线 2 为 轴 , 点 (aa ,1 一 及 一 
(aa ,az ,2) 为 中 心 的 调和 透射 变换 ,此 时 (1. 18) 式 变 成 了 
. 一 一 工 十 al， 


7 (1. 22) 
y 一 一 y 十 az. 


我 们 称 这 种 仿 射 的 调和 透射 变换 为 中 心 反 射 变换 或 中 心 对 称 变换 ,其 中 心 是 (全 , 笃 ). 若 取 
中 心 作为 仿 射 坐标 系 的 原点 (0,0), 则 中 心 反射 变换 式 为 


Z 一 一 工 ， 
,A 
由 于 调和 透射 变换 除了 具有 透射 变换 的 性 质 外 ,还 具有 性 质 “ 任 意 一 对 对 应 点 调和 分 隔 
中 心 和 这 对 对 应 点 的 连 线 与 轴 的 交点 ”, 因 此 我 们 有 如 下 定理 : 


定理 1.11 仿 射 平面 上 的 中 心 反 射 变换 的 中 心 是 不 动 点 ,过 中 心 的 每 一 条 直线 都 是 不 动 直 
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线 , 不 是 中 心 的 每 一 点 zx 与 其 像 点 x 的 连 线 过 中 心 ,而 且 中 心 是 任意 一 对 对 应 点 的 仿 射 中 心 . 

中 心 反射 变换 与 平移 变换 之 间 有 如 下 关系 : 

定理 1.12 两 个 相 异 的 中 心 反射 变换 之 积 是 一 个 平移 变换 ;反之 ,每 一 个 平移 变换 必 可 
分 解 为 两 个 中 心 反射 变换 之 积 . 

证 明 设 有 两 个 相 异 的 中 心 反射 变换 : 


A ， 人 二 一 TX 十 Ql， > 人 
y 一 一 十 az; y 一 一 y +h,. 
消去 Zz ,y ,得 
AiA,: me 


y= y+ (6b — as). 
由 于 A， ,A; 是 相 异 的 中 心 反 射 变换 ,所 以 bi—a 与 bz —az 不 会 同时 为 零 ,从 而 AiA, 是 一 
个 平移 变换 . 


反之 , 设 有 平移 变换 
ZX 一 工 十 al， 
r. 
>》 一 y 十 az. 
作 两 中 心 反射 变换 : 
TD Xx 二 一 元 十 Qi， 
Br 人 | 7 Ee 
3 =— y; 2 一 一 7 十 az. 


显然 ,平移 变换 了 是 中 心 反射 变换 B: 与 B 之 积 , 即 了 一 BiB:. 

这 个 定理 可 以 用 图 4-4 来 说 明 . 设 平移 变换 了 把 点 ea, 分 
别 变 成 点 a ,5 , 则 平移 变换 工 是 以 点 c 为 中 心 的 反射 变换 A， 
《把 点 a,5 分 别 变 成 点 a ,如 ) 和 以 点 < 为 中 心 的 反射 变换 A， 
《把 点 ,分别 变 成 点 a , 刀 ) 的 乘积 . 

注 以 上 讨论 的 三 种 特殊 的 仿 射 变换 与 我 们 熟悉 的 欧 氏 
几何 中 相同 名 称 的 变换 ,从 表面 上 看 它们 是 一 样 的 . 不 过 在 欧 
氏 几 何 中 它们 是 用 度量 概念 定义 的 ,因此 相应 地 讨论 它们 的 度 

4-4 量 性 质 . 在 这 里 ,定义 它们 并 没有 涉及 度量 概念 ,因此 也 只 能 讨 

| 论 它们 的 一 些 仿 射 性 质 ( 当 然 这 些 性 质 在 欧 氏 几何 里 也 成 立 )， 

它们 的 代数 表达 式 在 两 种 几何 中 是 一 致 的 ,但 应 注意 一 个 是 在 仿 射 坐标 系 下 得 出 的 , 另 一 个 
则 是 在 直角 坐标 系 下 得 出 的 . 

在 本 节 即 将 结束 之 际 , 我 们 给 出 仿 射 变换 的 一 个 直观 解释 ,这 对 于 加 深 我 们 对 以 上 内 容 
的 理解 或 许 会 有 些 帮 助 . 它 就 是 : 仿 射 变换 是 连续 进行 若干 次 的 平行 投影 . 可 以 证 明 , 仿 射 
变换 的 这 种 解释 与 我 们 的 定义 是 一 致 的 (参见 梅 向 明 编 的 《4 高 等 几何 》) .但 应 注意 ,今后 在 
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证 明 ,解答 问题 时 ,不 能 依据 这 种 直观 理解 ,这 是 因为 我 们 以 上 的 讨论 都 不 是 建立 在 这 种 直 
观 解释 的 基础 之 上 的 . 


习 题 4.1 


1. 设 线束 (E95 9g) 人 T(E ), 且 N89 N,VNE, 证 明 : 
p/p YN 
2. 三 仿 射 点 z(Cz ,zy),y(y yyz),z(ziyzs) 共 线 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 
3. 证 明 a(2,2) ,5b(4,6),c(3,4) 三 点 共 线 ,并 求 A(a,b,c). 
4. 已 知 仿 射 平面 上 三 点 z(1,0),y(0,1),z(1,1), 求 仿 射 变换 w, 使 得 
a(X) = y, a(y) = xz, a(z) 一 工 . 
5. 在 仿 射 平面 上 ,伸缩 变换 的 全 体 是 否 构 成 群 ? 中 心 反射 变换 全 体 呢 ? 
6. 用 仿 射 变换 的 直观 解释 说 明 , 在 仿 射 变换 下 ,正方 形 的 哪些 性 质 不 变 ,哪些 性 质 会 
变 , 葵 形 的 哪些 性 质 不 变 , 下 列 图 形 将 变 成 什么 图 形 : 
(1) 平行 四 边 形 ，; (2) 梯形 ; (3) 和 矩形; (4) 三 点 形 ; 
(5) 等 腰 三 角形 ; (6) 三 角形 重心 ; (7) 圆 ; (8) 椭圆 ; 
(9) 等 轴 双 曲线 ; (10) 线段 中 点 ， 


$4.2 二 次 曲线 的 仿 射 理论 


我 们 知道 , 仿 射 变换 是 使 绝对 直线 9- 保持 不 变 的 直射 变换 . 本 节 先 借助 绝对 直线 9 来 
讨论 二 次 曲线 的 中 心 、 直 径 、 渐 近 线 等 几 个 仿 射 概念 ,然后 根据 二 次 曲线 的 方程 对 二 次 曲线 
进行 仿 射 分 类 . 


一 . 二 次 曲线 的 仿 射 性 质 


由 于 绝对 直线 9 在 仿 射 变换 下 不 变 , 因 此 根据 二 次 曲线 与 绝对 直线 6 交点 的 个 数 ,就 
可 以 把 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 区 分 开 来 . 
定义 2.1 在 仿 射 平面 上 ,与 绝对 直线 6。 
不 相交 、 相 切 、. 相 交 于 两 点 的 二 次 曲线 分 别称 为 
椭圆 型 .抛物 型 . 双 曲 型 的 二 次 曲线 . 特别 地 , 常 6, 
态 的 椭圆 型 .抛物 型 . 双 曲 型 的 二 次 曲线 分 别称 人 全 
为 椭圆. 抛物 线 、 双 曲线 (图 4-5). 
注 我们 根据 绝对 直线 5.. 与 二 次 曲线 的 位 图 4.5 
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置 关系 把 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 分 成 三 种 类 型 ,这 种 分 类 的 依据 是 : 由 于 任何 一 个 仿 射 变 
换 把 绝对 直线 变 成 自身 ,因此 在 仿 射 变换 下 二 次 曲线 与 绝对 直线 的 位 置 关系 保持 不 变 . 也 
就 是 说 ,在 仿 射 变换 下 ,与 绝对 直线 没有 交点 的 二 次 曲线 变 成 与 绝对 直线 没有 交点 的 二 次 曲 
线 ,与 绝对 直线 有 一 个 交点 的 二 次 曲线 变 成 与 绝对 直线 有 一 个 交点 的 二 次 曲线 ,与 绝对 直线 
有 两 个 交点 的 二 次 曲线 变 成 与 绝对 直线 有 两 个 交点 的 二 次 曲线 . 换 句 话说 ,椭圆 型 变 成 椭 
圆 型 ,抛物 型 变 成 抛物 型 , 双 曲 型 变 成 双 曲 型 . 特别 地 , 椭圆 变 成 椭圆 ,抛物线 变 成 抛物 线 ， 
双 曲 线 变 成 双 曲 线 . 因此 ,我 们 对 二 次 曲线 的 这 种 分 类 在 仿 射 变换 下 不 变 . 然而 ,这 种 分 类 在 
射影 几何 里 是 没有 意义 的 . 这 是 因为 ,在 直射 变换 下 ,绝对 直线 不 一 定 是 不 动 直线 ,与 绝对 
直线 有 两 个 交点 的 二 次 曲线 可 能 变 成 与 绝对 直线 没有 交点 (或 有 一 个 交点 ) 的 二 次 曲线 , 即 
双 曲 线 可 能 变 成 椭圆 (或 抛物 线 ). 因此 ,在 直射 变换 下 ,常态 的 实 二 次 曲线 是 不 能 互相 区 
别 的 . 
设 二 次 曲线 的 方程 为 


al 二 azzxi 十 a337? 十 2azlizy 十 2aiszizy 十 2a2zyzi 一 0. (2. 1) 
在 仿 射 平面 上 ， 2 天 0, 用 Xs 除 (2. 1) 式 两 端 ,并 记 
zl Tz 
et 人 
x Xs 
则 用 仿 射 坐标 (x,y) 表 示 的 二 次 曲线 方程 ( 仿 射 方 程 ) 为 
aunzx’ 十 2ai2zZy 十 az2z y2 十 2awx 十 Zazay 十 Q33 一 0. (2. 2) 


若 考虑 二 次 曲线 (2. 1) 与 绝对 直线 8..; xz; 二 0 的 交点 ,只 需 把 (2. 1) 式 与 x; 二 0 联 立 求 
解 .将 z;=0 代 人 (2.1) 式 ,得 
auz! 十 2aizzizs 十 azz22 一 0. (2. 3) 


Ql1 dal 


设 A= 


4d22 一 Qi , 则 


当 4A>0 时 ,方程 (2.3) 没 有 异 于 (0,0) 的 实 解 ,因此 二 次 曲线 (2. 1) 与 绝对 直线 9- 无 交 
点 ( 因 (0,0,0) 不 代表 点 ) ,从 而 为 椭圆 型 的 ，; 

当 A=0 时 ,方程 (2. 3) 有 了 唯一 实 解 ,因此 二 次 曲线 (2. 1) 与 绝对 直线 9- 相 切 ,从 而 为 抛 
物 线 型 的 . 

当 A<0 时 ,方程 (2. 3) 有 两 个 不 等 的 实 解 ,因此 二 次 曲线 (2. 1) 与 绝对 直线 9- 有 两 个 交 
点 ,从 而 为 双 曲 线 型 的 . 

综 上 ,有 以 下 结论 : 

结论 ” 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 (2.2), 当 4A>0 时 为 李 圆 型 的 ， 当 A 二 0 时 为 抛物 型 的 ， 
当 A<0 时 为 双 曲 型 的 . 特别 地 ,二 次 曲线 (2. 2) 为 常态 的 二 次 曲线 时 , 即 |ai | 关 0 时 , 车 
4 二 0, 则 它 为 椭圆 ; 若 A=0, 则 它 为 抛物 线 ; 若 A<0, 则 它 为 双 曲线 . 
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为 了 保证 极点 与 极 线 的 一 一 对 应 关系 ,下 面 仅 就 常态 的 二 次 曲线 讨论 它们 的 仿 射 性 质 ， 
即 我 们 只 讨论 椭圆 .抛物 线 和 双 曲 线 的 一 些 仿 射 性 质 . 对 此 以 下 不 再 特殊 声明 . 


1. 二 次 曲线 的 中 心 

定义 2.2 绝对 直线 8。 关于 二 次 曲线 C 的 极点 , 称 为 二 次 曲线 C 的 中 心 . 

由 这 个 定义 显然 可 见 , 椭 圆 和 双 曲 线 都 有 唯一 的 中 心 ( 椭 圆 的 中 心 是 无 切线 点 , 双 曲 线 
的 中 心 是 二 切线 点 ) ,因此 我 们 称 椭圆 和 双 曲 线 为 有 心 二 次 曲线 . 对 于 抛物 线 , 绝 对 直线 5.。 
是 它 的 切线 ,从 而 抛物 线 的 中 心 就 是 绝对 直线 8 与 它 的 切 点 , 即 抛物 线 的 中 心 是 个 无 穷 远 
点 ,而 它 不 是 仿 射 平面 上 的 点 ,因此 抛物 线 没 有 中 心 . 故 称 抛物 线 为 无 心 二 次 曲线 (有 时 也 
说 中 心 为 无 穷 远 点 的 二 次 曲线 ). 

下 面 的 定理 说 明了 这 里 关于 二 次 曲线 中 心 的 定义 与 我 们 熟知 的 解析 几何 中 关于 二 次 曲 
线 ( 对 称 ) 中 心 的 定义 是 一 致 的 ,而 且 也 说 明了 二 次 曲线 的 中 心 具有 仿 射 性 质 . 

定理 2.1 点 O 为 有 心 二 次 曲线 C 的 中 心 的 充分 必要 条 件 是 
点 O 为 过 它 的 任意 弦 的 两 端点 的 仿 射 中 心 ( 二 次 曲线 C 上 任意 两 点 
间 的 部 分 直线 称 为 二 次 曲线 C 的 弦 ). 

证 明 必要 性 ”如 图 4-6 所 示 , 设 点 O 是 有 心 二 次 曲线 C 的 中 - 
点 ， PiP; 是 过 中 心 O 的 二 次 曲线 C 的 任意 弦 ， 卫 ， , 忆 是 它 的 两 个 
端点 . 设 纺 P1P 所 在 的 直线 与 绝对 直线 9- 的 交点 是 P- , 则 点 O， 
P- 是 关于 二 次 曲线 C 的 共 固 点 对 , 且 点 O,P- 都 不 在 二 次 曲线 C 2 
上 (因为 C 是 有 心 二 次 曲线 ). 由 $ 3. 2 中 的 定理 2. 5 知 

上 (9,P- ;P,P;,) 三 一 1， 

即 O,P.- 调 和 分 隔 P , 卫 : , 则 由 4.1 中 的 定理 1.3 知 ,OO 是 P， ,P, 两 点 的 仿 射 中 心 . 

充分 性 ” 设 点 O 是 过 它 的 任意 弦 PiP, 的 仿 射 中 心 , 则 由 34.1 中 的 定理 1.3 有 

RC(O, P. ;P,P;) =—1. 

于 是 由 $3. 2 中 的 定理 2. 5 知 ，O, 了。 为 共 二 点 对 ,因此 绝对 直线 9- 上 的 任意 一 点 都 是 点 O 
的 共 忽 点 ,从 而 绝对 直线 9- 是 点 O 的 极 线 , 即 点 O 是 二 次 曲线 C 的 中 心 . 

已 知 二 次 曲线 的 仿 射 方程 (2. 2) ,下 面 求 它 的 中 心 坐标 , 方程 (2. 2) 若 用 射影 坐标 来 表 
示 即 为 方程 (2.1), 它 是 由 下 列 配 极 变换 y 确定 的 : 

Fe 一 auzi 十 aizZy 十 aisZ3， 


péz 一 Q21 Tl 十 Q22 Ts 十 az3T3， plai | 关 0, ait 一 Qi， isk 一 T 2 


pés | 十 a3z Xo 十 433 工 3， 


GZ2 一 AD 十 Azzé&2 十 As ol A | 关 0， A = Aii, isk = 1,2,3, 


= AS 二 Aw AAsé, 
oxs = Aaki Ab Asés, 
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其 中 Au 是 |ai | 中 元 素 ai 的 代数 余子 式 . 绝对 直线 6.: ZX 二 0 的 坐标 为 [0,0,1], 代 入 上 面 
的 变换 式 可 以 得 到 绝对 直线 5 的 极点 O 的 坐标 , 即 二 次 曲线 (2. 2) 的 中 心 O 的 坐标 : 

Az1 = As, Axr; = A3s， Az; = As (天 0)， 
从 而 二 次 曲线 (2.2) 的 中 心 O 的 仿 射 坐标 (zx,y) 为 


A 
a (2. 4) 
Xz A . 


从 这 里 可 以 看 出 ; 当 4 天 0， 即 4 一 aaz 一 0 天 0 时 ,二 次 曲线 (2. 2) 有 唯一 确定 的 中 
心 ( 甜 , 垂 ), 即 为 有 心 二 次 曲线 ; 当 A 一 0, 即 40 时 ,中 心 为 (Au ,As ,0), 它 在 绝对 直 
线 8 上 ,因此 二 次 曲线 (2. 2) 为 无 心 二 次 曲线 . 这 与 我 们 以 前 的 讨论 是 一 致 的 . 

例 1 已 知 二 次 曲线 C: xz 十 2xy 十 2y 十 47 十 2y 十 1 二 0, 证 明 它 是 一 个 椭圆 ,并 求 其 中 
心 坐 标 . 

解 这 里 有 


1 
1 
2 


Ja | = 


因此 二 次 曲线 C 为 椭圆. 
下 面 求 二 次 曲线 C 的 中 心 坐 标 (z,y) : 


上 汉 1 1 1 2 1 1 
一 一 3， y 一 一 1s 
41. 让 1 2 


2 1| /1 2 
因此 二 次 曲线 C 的 中 心 坐标 为 (一 3,1). 


2. 二 次 曲线 的 直径 

定义 2.3 过 二 次 曲线 中 心 的 仿 射 直线 , 称 为 二 次 曲线 的 直径 ， 

由 这 个 定义 立即 可 以 得 到 如 下 两 个 结论 : 

结论 1 抛物 线 的 直径 互相 平行 ,椭圆 的 直径 都 是 其 割 线 . 

这 是 因为 抛物 线 的 中 心 是 无 穷 远 点 ,而 椭圆 的 中 心 是 无 切线 点 . 

结论 2 二 次 曲线 的 直径 是 无 穷 远 点 关于 二 次 曲线 的 极 线 . 

这 是 因为 二 次 曲线 的 中 心 是 绝对 直线 关于 二 次 曲线 的 极点 ,而 直径 过 中 心 , 即 直径 过 绝 
对 直线 的 极点 . 由 配 极 原则 ,直径 的 极点 必 在 绝对 直线 上 (是 无 穷 远 点 ), 因 此 无 穷 远 点 的 极 
线 必 为 直径 . 

显然 ,结论 2 可 以 作为 二 次 曲线 直径 的 等 价 定义 . 


| 
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在 解析 几何 中 ,我 们 把 二 次 曲线 的 直径 定义 为 “一 组 平行 弦 中 点 的 轨迹 ” 下面 的 定理 说 
明了 我 们 关于 二 次 曲线 直径 的 定义 与 解析 几何 中 的 定义 是 一 致 的 ,而 且 也 说 明了 二 次 曲线 
的 直径 具有 仿 射 性 质 . 

定理 2.2 二 次 曲线 的 任意 一 组 平行 弦 的 仿 射 中 心 ( 即 中 点 ) 在 一 条 直线 上 ,这 条 直线 是 
二 次 曲线 的 一 条 直径 ,反之 ;二 次 曲线 的 直径 是 一 组 平行 弦 的 仿 射 中 心 的 轨迹 . 

证 明 如 图 4-7 所 示 , 设 二 次 曲线 C 的 任意 一 组 平行 弦 的 公共 
无 穷 远 点 为 Ps ,其 中 任意 一 条 弦 已 P: 的 仿 射 中 心 为 P, 则 由 3 4.1 
中 的 定理 1. 3 有 R(O,P_ ;Pi,P:) 一 一 1. 再 由 8$3. 2 中 的 定理 2.5 
知 , P,P 是 关于 二 次 曲线 C 的 一 对 共 堪 点 .因此 ,平行 弦 中 每 一 条 
纺 的 仿 射 中 心 都 是 点 P- 的 共 斩 点 ,从 而 平行 弦 的 仿 射 中 心 都 在 点 
P- 的 极 线 7 上. 由 结论 2 知 , 极 线 7 为 二 次 曲线 C 的 一 条 直径 . 

反之 , 设 7 是 二 次 曲线 C 的 任意 一 条 直径 ,直线 7 的 极点 为 了 
(无 穷 远 点 ) ,下 面 证 明 以 P。 为 公共 点 的 一 组 平行 弦 的 仿 射 中 心 都 
在 直线 7 上 .事实 上 , 设 蓄 P,P, 是 这 组 平行 葡 中 的 任意 一 条 , 它 的 站 
仿 射 中 心 为 了, 则 由 $ 4.1 中 的 定理 1.3 有 R(O.P。 ;Pi,P;) 一 一 1. 因此 ,由 $3.2 中 的 定理 
2.5 知 ,P,P 是 关于 二 次 曲线 C 的 一 对 共 亏 点 , 则 点 卫 在 点 PP 的 极 线 上 . 

定义 2.4 ”如 果 二 次 曲线 的 两 条 直径 互 为 共 罗 直 线 , 则 称 这 两 条 直径 互 为 共 轿 直径 . 换 
句 话说 ,过 二 次 曲线 中 心 的 两 条 共 因 直线 称 为 二 次 曲线 的 共 亏 直径 . 

由 这 个 定义 显然 可 见 ,抛物 线 没 有 互相 共 恩 的 直径 ,因此 共 斩 直 径 的 概念 只 适用 于 有 心 
二 次 曲线 . 

这 里 定义 的 共 斩 直 径 也 与 解析 几何 中 的 定义 一 致 , 即 有 以 下 定理 ; 

定理 2.3 二 次 曲线 的 直径 平分 与 它 的 共 斩 直 径 平 行 的 弦 ; 反 之 ,平分 与 直径 平行 的 
弦 的 直线 必 为 直径 的 共 斩 直 径 . 

证 明 ”如 图 4-8 所 示 , 设 &,& 是 二 次 曲线 C 的 一 对 共 斩 直 径 , 则 直径 上 的 无 穷 远 点 P- 是 直 
径 的 极点 . 过 P.. 引 直线 交 二 次 曲线 C 于 点 a,b, 则 有 aX6b/& 设 c 二 (aX5b)X&, 则 Pw 与 c 是 

; 共 配 点 对 ,由 8 3.2 中 的 定理 2.5 有 RCP ,c;a,b) 二 一 1. 因此 ， 
由 $4.1 中 的 定理 1.3 知 ,c 是 a,b 两 点 的 仿 射 中 心 ( 即 中 点 ), 所 
以 直径 & 平 分 与 直径 平行 的 一 组 弦 . 

反之 ,车 直线 平分 平行 于 直径 8 的 一 组 弦 , 由 定理 2. 2， 
也 是 一 条 直径 ,而 且 直 径 & 的 无 穷 远 点 Ps 是 & 的 极点 . 因此 
与 姑 是 一 对 共 斩 直 径 . 

如 图 4-8 所 示 ,车 设 直线 与 二 次 曲线 C 交 于 d ,e 两 点 ， 
则 分 别 过 点 dse 的 两 条 切线 必 都 过 直线 & 的 极点 P。 ,从 而 这 
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两 条 切线 与 直径 6 平行 .所 以 作为 定理 2. 3 的 极端 情况 ,我们 有 如 下 的 推论 : 

推论 ”过 直径 与 二 次 曲线 交点 的 切线 平行 于 该 直径 的 共 斩 直 径 . 

由 共 轿 直径 及 中 心 的 定义 可 立即 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 2.4 二 次 曲线 的 任意 两 条 共 轿 直径 与 绝对 直线 构成 的 三 点 形 是 该 二 次 曲线 的 一 
个 自 配 极 三 点 形 . 

例 2 证 明 ; 如 果 一 个 平行 四 边 形 内 接 于 一 条 有 心 二 次 曲线 ,那么 它 的 两 条 对 角 线 是 该 
二 次 曲线 的 两 条 直径 , 它 的 一 对 邻 边 分 别 平 行 于 该 二 次 曲线 的 一 对 共 谍 直径 . 

证 明 如 图 4-9 所 示 , 设 内 接 于 二 次 
曲线 C 的 平行 四 边 形 zyzz 的 两 对 对 边 分 
别 交 于 无 穷 远 点 p ,9 ,对 角 线 的 交点 为 
O, 则 三 点 形 Op gq 是 四 边 形 zyzzx 的 对 
边 三 点 形 . 由 $3.2 中 的 定理 2.6 知 ,三 点 
形 Opqw 是 二 次 曲线 C 的 一 个 自 配 极 三 
点 形 , 因 此 绝对 直线 6. 一 pe X gw 的 极点 
ee 是 0, 从 而 O 是 二 次 曲线 C 的 中 心 . 故 平 

行 四 边 形 zyzxz 的 两 条 对 角 线 x Xz,yXu 


是 二 次 曲线 C 的 两 条 直径 ， 

由 于 三 点 形 Op-q 是 自 配 极 的 ,因此 直径 OX pc 与 OXgw 是 二 次 曲线 C 的 一 对 共 因 直 
径 , 而 且 yXz/OX pw ( 交 于 点 pws),， zxXy/OXg( 交 于 点 qs。)， 故 平行 四 边 形 zyzu 的 一 
组 邻 边 分 别 平行 于 二 次 曲线 C 的 一 对 共 恩 直径 . 

例 3 已 知 二 次 曲线 

C: az 十 2aizy 十 az 吧 十 2asz 十 2assy 十 as 一 0 (|an | 0) 
和 直线 
6: 红 十 my 二 0 (Lm 不 同时 为 零 )， 

求 二 次 曲线 C 的 直径 ,使 其 所 平分 的 弦 与 直线 5 平行 . 

解 直线 上 上 的 无 穷 远 点 为 pm, 一 1,0) ,点 pw 的 极 线 即 为 所 求 的 直径 . 

将 点 如 的 坐标 代入 确定 二 次 曲线 C 的 配 极 变换 

Ppé1 = GZzl 十 aizzZs 十 aiazs， 
7: | 一 alZl 十 azzZa 十 assZa， pax| 天 0 an = an, isk=1,2,3, 


pés = Qazi 二 a3z zy 十 aasz73， 
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péi = an70 一 aiz1， 

| 一 azm 一 azzl, 

pés 一 dsl70 一 aszl, 
则 所 求 直 径 的 坐标 为 Laumm 一 aizl,asaza 一 aaama 一 aas 站 ,射影 坐标 方程 为 
(au 了 ia 一 Qi) Canm— aa)zs + (Casm— awl)z, = 0， 


若 用 仿 射 坐标 ,所 求 直径 的 方程 为 


(aum CI27) 并 十 《az1772 bat azzl)y 十 (asm Ee a32l) 0. 


3. 二 次 曲线 的 渐 近 线 

定义 2.5 在 二 次 曲线 与 绝对 直线 的 交点 处 切 于 二 次 曲线 的 直线 , 称 为 二 次 曲线 的 渐 近 
线 . 

双 曲 线 与 绝对 直线 有 两 个 交点 ,所 以 双 曲 线 有 两 条 渐 近 线 ;椭圆 与 绝对 直线 没有 交点 ， 
所 以 椭圆 没有 实 的 渐 近 线 ( 从 复 仿 射 几何 的 角度 来 看 , 查 圆 有 两 条 虚 的 渐 近 线 ); 抛 物 线 与 绝 
对 直线 相 切 ,所 以 抛物 线 的 浙 近 线 就 是 绝对 直线 , 即 在 仿 射 平面 上 抛物 线 没有 渐 近 线 ， 

因此 ,就 实 仿 射 几 何 而 言 , 只 有 双 曲 线 存在 渐 近 线 (这 与 解析 几何 的 结论 是 一 致 的 )， 所 
以 我 们 下 面 只 讨论 双 曲 线 的 新 近 线 的 一 些 性 质 . 

定理 2.5 双 曲 线 的 两 条 渐 近 线 相交 于 它 的 中 心 . 

证 明 设 双 曲线 C 与 绝对 直线 65。 交 于 po ,9 两 点 (图 4-10), 则 分 别 过 点 p,qw 的 切 
线 一 一 两 条 渐 近 线 的 交点 O 必 为 绝对 直线 $- 的 极点 . 因此 O 是 双 曲 线 C 的 中 心 . 

由 这 个 定理 知 , 双 曲线 的 渐 近 线 是 过 中 心 且 与 双 曲 线 切 于 无 穷 远 点 的 直线 . 这 与 解析 
几何 中 关于 双 曲 线 的 渐 近 线 的 定义 是 一 致 的 . 

定理 2.6 “” 双 曲 线 的 两 条 渐 近 线 调和 分 隔 任意 两 条 共 斩 直径 ， 

证 明 如 图 4-10 所 示 , 设 O 是 双 曲 线 C 的 中 心 ,绝对 直 
线 6 与 双 曲 线 C 交 于 pw ,gw 两 点 , 则 二 OX poe,& 二 OX gs 
是 双 曲 线 C 的 两 条 渐 近 线 . 

又 设 思 了 是 双 曲 线 C 的 任意 一 对 共 轿 直径 ,有 征 r= 
7X6w ,sw 一 六 X6 , 则 由 定理 2.4 知 三 点 形 Or so 是 双 曲 线 
C 的 一 个 自 配 极 三 点 形 . 因此 ,r,s 是 双 曲 线 C 的 一 对 共 图 4-10 
思 点 , 从 而 由 $3.2 中 的 定理 2.5 有 R(r ,sw ;p,q ) 一 
一 1. 再 由 $$ 2.2 中 的 定理 2.1 有 

ROny 32) = Rr ,so spe sq ) =—1, 
即 双 曲线 C 的 两 条 渐 近 线 &,& 调和 分 隔 共 轿 直 径 7 
例 4 求 双 曲线 C: zz 一 4y: 十 2x 十 8y==0 的 渐 近 线 . 
解 ” 所 给 双 曲 线 方程 的 射影 坐标 形式 为 
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ZX1 — 4xi 二 27xzx; 二 87rrs 一 0. 

先 求 双 曲 线 C 与 绝对 直线 8.; x, 二 0 的 交点 . 将 xz, 二 0 代入 双 曲 线 方程 的 射影 坐标 形 

式 得 两 个 交点 为 
ps = (2,1,0), gq = (2,— 1,0)., 

再 求 双 曲线 C 在 点 p,q 处 的 切线 , 即 为 双 曲 线 C 的 两 条 渐 近 线 . 将 点 p,q 的 坐标 

代入 二 次 曲线 的 切线 方程 ( 见 § 3.2 中 的 定理 2. 8) ,得 双 曲 线 C 的 两 条 切线 为 
Zi 一 2z 十 3z: 一 0 与 zi 十 2z 一 XxX; 二 0， 
用 仿 射 坐 标 表示 为 
Xx 一 2y 十 3 二 0 与 zx 十 2y 一 1 二 0. 

这 就 是 所 求 的 两 条 渐 近 线 方程 . 


4. 二 次 曲线 仿 射 理论 在 解析 几何 中 的 应 用 举例 

下 面 我 们 举例 说 明 前 面 所 讲 的 二 次 曲线 的 仿 射 理论 在 解析 几何 中 的 一 些 应 用 . 

例 5 证 明 : 抛物 线 的 任意 两 条 切线 不 平行 . 

证 明 假设 在 仿 射 平面 上 两 条 互相 平行 的 直线 上 ,7 都 是 抛物 线 C 的 切线 ,并 设 &X 1 一 
pw E€6。. 在 射影 平面 上 ,绝对 直线 9- 也 是 抛物 线 C 的 一 条 切线 . 这 样 一 来 ,过 点 p> 有 二 次 
曲线 C 的 三 条 相 蜡 的 切线 &,n,6- ,矛盾 . 因此 抛物 线 的 任意 两 条 切线 不 会 互相 平行 . 

例 6 设 双 曲线 的 任意 一 条 切线 交 两 条 渐 近 线 于 两 点 , 试 证 : 切 点 是 此 两 点 所 连 线段 的 


中 点 . 
证 明 如 图 4-11 所 示 , 设 上 是 双 曲 线 C 的 任意 一 条 切线 ， 
它 分 别 交 两 条 渐 近 线 于 点 p,q, 切 点 为 m, 又 设 双 曲线 C 的 中 
A e 心 为 0, 直 径 OXm 的 共 轰 直径 为 多, 则 由 定理 2. 3 的 推论 知 
人 人 | & NS 设 EX& 二 no (无 穷 远 点 ). 而 由 定理 2. 5 知 , 两 条 渐 近 线 
二 ss OXp,0Xg 调和 分 隔 共 辑 直 径 OXm,e , 即 
人 引 R(OX p,OX gq;OX m,&) =— 1, 


图 4-11 则 
R(p,qsmns) = RC(OX p,OX gq;OX mt ) 一 一 1， 
由 $4. 1 中 的 定理 1.3 知 ,m 是 p,q 两 点 的 仿 射 中 心 , 即 m 是 线段 pg 的 中 点 . 
例 7 证 明 : 如 果 双 曲线 的 一 条 弦 exX2 分 别 交 两 条 渐 近 线 于 


p,q 两 点 (图 4-12), 那 么 有 |ap|= 二 16g|. ” 5 
证 明 设 弦 a Xb 被 直径 OXr 平 分 于 点 r (9 是 双 曲 线 的 中 D 上 


心 ). 由 定理 2. 3 知 , 与 直径 OXr 共 轿 的 直径 是 与 弦 a Xb 平行 的 直 
径 O 〇 Xs (sw 是 弦 aX5b 所 在 直线 上 的 无 穷 远 点 ). 再 由 定理 2.6 知 ， 
渐 近 线 OX p,OXg 调和 分 隔 共 轿 直 径 OXr,OXs, 即 图 4-12 


四 


=、 
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84.2 二 次 曲线 的 仿 射 理论 


R(OX pp,OXgqOXr,OXs,)=—1. 
所 以 
R(p,g;r,sw) =—1. 
由 $ 4.1 中 的 定理 1.3 知 , r 是 p,q 两 点 的 仿 射 中 心 , 即 7 是 线段 pg 的 中 点 , 故 > 是 线段 ab 
与 pq 的 公共 中 点 ,因此 有 
lap |= |6ql. 


二 、 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 与 标准 方程 


在 本 节 开 头 ,我 们 根据 二 次 曲线 与 绝对 直线 的 交点 个 数 把 二 次 曲线 分 为 双 曲 型 .椭圆 型 
和 抛物 型 三 类 . 这 是 二 次 曲线 的 一 种 分 类 ,不 过 这 种 分 类 尚 不 够 细腻 . 下 面 我 们 将 根据 二 次 
曲线 的 方程 对 二 次 曲线 进行 较 细 的 仿 射 分 类 ,并 给 出 其 标准 方程 ,这 种 分 类 与 二 次 曲线 射 
影 分 类 的 方法 是 相 平行 的 (请 参阅 8$ 3.4 中 的 第 四 小 节 ). 

设 二 次 曲线 C 的 仿 射 坐标 方程 为 


az 十 2alazy 十 azz 宛 十 2asz 十 2asy 十 aa 一 0， (2. 5) 
它 的 射影 坐标 形式 为 _ 
Qunz? 十 dzzX? 十 Qssz? 十 2aizizy 十 2aiszrizs 十 2aszzi 二 0 (au = an). (2.6) 
记 
Ql Cl2 Ci3 
D= lai |= Qaz1 as a3|， A= a 
dz21 U22 


(1) 当 D 关 0 时 ,C 是 常态 的 二 次 曲线 . 

@ 车 A 关 0,C 是 有 心 二 次 曲线 , 取 其 两 条 共 轿 直径 与 绝对 直线 5., 所 构成 的 自 配 极 三 点 
形 为 新 的 坐标 三 点 形 , 则 二 次 曲线 C 的 方程 (2.6) 可 以 化 成 

bz 二 bri’ br = 0. (2.7) 

对 方程 (2.7) 作 一 次 仿 射 变换 . 
zxf = |b | zz, 
zz = |bz |z7, 
3 一 人 | 2 | zy ， 


则 因 方 程 (2.7) 右 端 各 项 符号 的 不 同 可 以 分 成 以 下 三 种 情况 : 
Dz 二 Tz 二 z=0. 


此 时 A” 一 |, . >0, 故 二 次 曲线 C 为 椭圆 型 的 , 它 上 面 没有 实 点 ,因此 称 之 为 虚 椭 贺 . 


它 的 仿 射 坐标 方程 为 
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2 十 多 十 1=0 或 I 十 = 一 1. 
通常 称 之 为 虚 椭圆 的 标准 仿 射 方程 . 
二 zx +r — z=0. 
0 
| >>0, 故 二 次 曲线 C 为 实 椭圆 , 它 的 仿 射 坐标 方程 为 
TT: 十 一 1] 二 0 或 zx: 二 y=1. 
通常 称 之 为 实 椭圆 的 标准 仿 射 方程 . 


W222 
二 2| > 演 0， 


久 1 
此 时 4 一 | 
0 


此 时 全 一 


1 
oe ] 一 0, 故 二 次 曲线 C 为 双 曲 线 , 它 的 仿 射 坐标 方程 为 


TI 一 yy 一 1] 二 0 或 rz 一 yy 二 1. 

通常 称 之 为 双 曲 线 的 标准 仿 射 方程 . 

@ 若 A=0,C 是 无 心 曲线 (抛物 线 ), 因为 抛物 线 没有 共 轿 直径 ,因此 不 能 像 @ 那 样 取 自 
配 极 三 点 形 把 方程 (2. 6) 化 简 , 但 是 我 们 可 以 像 $3.2 中 的 第 三 小 节 ( 二 次 曲线 方程 的 另 一 
简化 形式 ) 那 样 取 新 的 坐标 三 点 形 把 方程 (2. 6) 简 化 成 

工 3 一 Azlzy =0 (R 尖 0) 
特别 地 ,再 把 单位 点 e(1,1,1) 取 在 二 次 曲线 C 上 , 则 进一步 可 以 化 成 
2 — zx/xs 一 0. 
它 的 仿 射 坐标 方程 为 
六 一 一 0 或 y=z. 

我 们 称 之 为 抛物 线 的 标准 仿 射 方程 . 

(2) 当 D 二 0,C 为 退化 的 二 次 曲线 . 

此 时 二 次 曲线 C 必 有 奇异 点 .在 这 里 与 射影 分 类 不 同 的 是 应 区 别 奇 异 点 是 否 在 绝对 直 
线 -上 (因为 8 不 是 仿 射 平面 上 的 直线 ). 

Q@ 车 品 的 二 阶 子 式 不 全 为 零 ( 即 矩阵 Cai ) 的 秩 为 2), 则 二 次 曲线 C 有 且 仅 有 一 个 奇异 
点 .此 时 可 分 两 种 情况 讨论 : 

中 奇异 点 不 是 无 穷 远 点 . 

像 3 3.4 中 的 第 四 小 节 那 样 , 取 这 个 奇异 点 作为 新 坐标 三 点 形 的 一 个 顶点 4 (0,0,1)， 
其 余 两 个 顶点 心 (1,0,0) ,dz(0,1,0) 取 在 绝对 直线 8。 上 ,可 以 将 方程 (2.6) 化 为 

2 十 工人 二 由 : 牙 这 一 2 一 0， 
它们 的 仿 射 坐标 方程 为 
Z2 十 只 一 0 与 rx 一 y= 二 0. 

前 一 个 方程 代表 一 点 (0,0) ,或 者 说 两 条 相交 于 (0,0) 的 虚 直 线 ,后 一 方程 表示 两 条 相交 的 实 


| 


8$4.2， 二 次 曲线 的 仿 射 理论 |” 
直线 x 十 y 一 0 与 zx 一 y 一 0. 
Dz 奇异 点 是 无 穷 远 点 . 
把 这 个 奇异 点 取 作 新 坐标 三 点 形 的 顶点 四 (1,0,0) ,再 在 绝对 直线 6.。 上 任 取 一 个 非 奇 
. 蜡 点 作为 dz (0,1,0). 仿照 二 次 曲线 的 射影 分 类 可 将 方程 (2.6) 化 为 
Y=0 或 一 2 二 0; 
它们 的 仿 射 坐标 方程 为 
yy 十 1 二 0 与 yy 一 1==0. 
前 一 方程 表示 两 条 虚 的 平行 直线 ,后 一 方程 表示 两 条 实 的 平行 直线 y=1 与 y= 一 1. 
Q@ 若 品 的 二 阶 子 式 全 为 零 ( 但 一 阶 子 式 不 能 全 为 零 , 故 此 时 和 矩阵 (aii ) 的 秩 为 1), 则 二 
次 曲线 C 有 一 条 由 奇异 点 组 成 的 奇异 直线 . 此 时 也 可 分 两 种 情况 讨论 : 
人 奇异 直线 不 是 绝对 直线 . 
与 $ 3.4 中 的 第 四 小 节 类 似 , 取 这 条 奇异 直线 作为 新 坐标 三 点 形 的 一 条 边 8 : zy 一 0, 则 
方程 (2. 6) 可 以 化 为 
过 一 0， 
其 仿 射 坐标 方程 为 
y= 0. 
这 是 两 条 重合 的 实 直 线 : y 一 0. 
@D 若 奇异 直线 是 绝对 直线 , 取 它 为 8 : zs 一 0, 则 方程 (2. 6) 化 为 
E24 一 0. 
它 代 表 绝对 直线 ,不 是 仿 射 直线 . 
综合 上 述 讨 论 , 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 可 以 分 为 如 下 九 类 : 


人 
| 好 十 昂 一 一 1 
省 帮 的 一 交 册 线 | 2 双 曲 线 : z* 一 六 二 1 (A 二 0) 
(D0) 


无 心 二 次 曲线 ; 抛物 线 : y*: 二 
两 相交 实 直线 : zx? 一 y= 二 0 


两 相交 虚 直 线 : 十 y= 二 0 
一 个 下 = 
I 两 平行 实 直线 : y 一 1】 


退化 的 二 次 曲线 


(D0) 


两 平行 虚 直 线 : y* 一 一 1 
有 一 条 奇异 直线 : y 二 0 


(D 的 二 阶 子 式 全 为 等 ) 


从 上 面 的 分 类 可 以 看 出 ,虽然 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 较 比 射影 分 类 进 了 一 步 ,能 够 把 二 次 
曲线 区 分 为 椭圆 . 双 曲 线 .抛物 线 等 ,但 是 同一 类 中 的 二 次 曲线 还 是 不 能 互相 区 别 . 例如 ,在 
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仿 射 平面 上 圆 与 椭圆 是 不 能 互相 区 别 的 ,等 轴 双 曲线 与 一 般 的 双 曲 线 也 是 不 能 互相 区 别 的 ， 
还 有 开口 大 小 不 同 的 抛物 线 是 不 能 互相 区 别 的 . 换 句 话 说 ,在 仿 射 平面 上 存在 把 圆 变 成 椭 
圆 ,把 等 轴 双 曲线 变 为 一 般 的 双 曲 线 ,把 一 条 抛物 线 变 成 另 一 条 与 之 不 同 的 抛物 线 的 仿 射 变 
换 . 由 仿 射 变换 的 直观 解释 ,这 是 不 难 想象 的 . 

例 8 证 明 z 十 3zy 一 4y 十 2z 一 10y 王 0 是 一 条 双 曲 线 , 并 求 仿 射 变换 把 它 化 为 标准 
方程 . 

解 ” 所 给 方程 的 射影 坐标 形式 为 


ZT! 二 37zixs — 47zi 二 2xixs 一 10xsx; = 0， 


对 应 此 方程 有 
1 
D= |3/2 E: = 一 36 尖 0 | | 一 理 <。 
Se we 


因此 所 给 方程 代表 一 条 双 曲 线 . 
为 化 成 标准 方程 , 先 把 所 给 方程 配方 ,因为 
5 ) 144 


2 
卫士 3zy 一 4y 十 2z 一 10y 一 (x 十 安 y 十 1) 一 (这 ?十 全 ) + 洪 ， 


2 5 
所 以 原 方程 可 以 写成 


即 
25 ,13 
(z+ 12) 一 (17+ 87+i) = 1 
作 仿 射 变换 
i 


则 在 仿 射 变换 a 下 ,所 给 方程 的 标准 方程 ; 


r*—y’:=1. 
习 题 4.2 


1. 求 二 次 曲线 十 2zy 十 2 十 4t 十 2y 十 1 二 0 的 中 心 与 过 点 (1,1) 的 直径 及 其 共 罗 直径 . 
2. 已 知 二 次 曲线 字 一 多 十 3z 十 y 一 2 三 0, 求 与 直线 2+ 十 y= 二 0 平行 的 直径 . 
3. 求 双 曲 线 zy 十 y 一 + 一 3y 一 2 二 0 和 zy 一 4 一 0 的 渐 近 线 ， 


$4.3 “运动 变换 与 欧 氏 几何 | 


4. 车 二 次 曲线 内 接 六 点 形 有 两 对 对 边 平行 ,证 明 ; 第 三 对 对 边 也 互相 平行 . 
5. 证 明 : 有 心 二 次 曲线 的 直径 与 共 示 直 径 的 对 应 为 对 合 对 应 . 

6. 求 仿 射 变换 ,把 下 列 二 次 曲线 化 为 标准 方程 : 

(1) 疡 十 2zy 十 2 罗 一 6z 一 2y 十 9 一 0; 

(2) 2z2 一 2zy 一 内 十 2z 十 5y 一 8 一 0. 


§ 4.3 运动 变换 与 欧 氏 几何 


本 节 以 射影 观点 阐述 欧 氏 几何 的 主要 概念 ,从 而 把 欧 氏 几何 也 纳入 射影 几何 的 范畴 . 
一 、 虚 元 素 的 引进 


以 前 我 们 用 来 表示 射影 平面 上 的 点 和 直线 的 坐标 都 限于 实数 ,从 而 构成 了 实 射影 平面 . 
在 今后 某 些 问题 的 研究 中 将 要 遇 到 以 虚数 表示 坐标 的 点 和 直线 . 为 此 ,我 们 把 表示 点 或 直线 
的 三 数组 中 含有 虚数 (假定 i= Vv 一 1 不 能 约 去 ) 的 点 和 直线 分 别称 为 虚 点 和 虚 直 线 ,统称 为 
虚 元 素 . 引进 了 虚 元 素 之 后 的 射影 平面 成 为 复 射影 平面 .在 复 射影 平面 上 本 来 应 该 把 实 元 
素 与 虚 元素 同 等 看 待 , 但 为 了 与 实 平面 比较 ,今后 仍 把 虚 元素 与 实 元 素 加 以 区 别 . 

关于 虚 元 素 我 们 不 打算 作 更 多 的 介绍 ,只 提出 以 下 值得 注意 的 几 点 : 

(1) 有 些 点 或 直线 形式 上 似乎 是 虚 元 素 而 实际 上 是 实 元 素 , 例 如 点 (2i, 0,4i) 和 
(2 十 2i,0,4 十 4D 实 际 上 都 是 实 点 (1,0,2). 

(2) 任 一 实 直 线 上 必 有 无 穷 多 个 虚 点 , 任 一 虚 直 线 上 有 且 只 有 一 个 实 点 ;对 偶 地 , 任 一 
实 点 必 有 无 穷 多 条 虚 直 线 通过 , 任 一 虚 点 有 且 只 有 一 条 实 直线 通过 (见习 题 4. 3 第 1 题 ). 因 
此 ,两 个 虚 点 的 连 线 可 以 是 实 直线 ,两 条 虚 直 线 的 交点 可 以 是 实 点 ,例如 

(1,i,0) X (1,—i,0) = [0,0,2i] ~ [0,0,1|] = 6,. 

在 我 们 今后 的 讨论 中 ,有 两 个 很 重要 的 虚 点 及 一 类 很 重要 的 虚 直线 ,它们 是 如 下 定义 的 
圆 点 和 迷 向 直线 : 

定义 3.1 虚 点 1 二 (1,i,0) 与 J 二 (1, 一 i,0) 称 为 圆 点 ,过 圆 点 I 或 三 的 任 一 虚 直 线 称 为 
迷 向 直线 或 极 小 直线 . 

由 上 面 的 例子 可 知 ,两 圆 点 的 连 线 TIXJ 二 [0,0,1]=6， 是 一 条 实 直 线 ( 因 此 8 虽然 过 圆 
点 但 不 是 迷 向 直线 ). 换 句 话说 , 圆 点 T,J 是 8: 王 [0,0,1] 上 的 两 个 不 同 的 虚 点 . 


二 、 运 动 变换 
1. 运动 变换 的 定义 与 性 质 
现在 我 们 来 讨论 一 种 特殊 的 仿 射 变 换 . 我 们 知道 ,两 个 圆 点 1 二 (1,i,0) 与 J 二 (1, 一 i,0) 
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是 6: zs 二 0 上 的 两 个 不 同 的 虚 点 ,保持 圆 点 不 变 的 直射 变换 当然 保持 8;( 即 9- ) 不 动 ,因此 
它 是 一 种 特殊 的 仿 射 变换 . 下面 求 出 其 代数 表达 式 . 
保持 圆 点 不 变 有 两 种 可 能 : I->1,J 一 J 和 1 一 ,J 一 I. 下 面 我 们 仅 就 第 一 种 情况 进行 讨 
论 , 类 似 地 可 以 讨论 第 二 种 情况 . 
设 直 射 变换 为 
pz! = anZzi 二 azz a rs, 
几 = Qazix 十 azaZa 十 azsZ3， plaix | 关 0. (3.1) 
PE = aslZl 十 a3zTy 十 aasZ3， 
若 1(1,i,0),J (1, 一 i,0) 是 上 述 直 射 变换 的 不 动 点 ,将 (1,i,0) 一 (1,i,0),(1, 一 i,0) 一 
(1, 一 i,0) 代 和 人 (3.1) 式 得 


ol 一 ail 十 ial， 0 一 alil 一 ialz， 
| 二 az 十 iazz， 和 i = az1 — lazz， 
0 = asl 二 iasz 0 = aal 一 lasz. 
由 此 得 到 
al 一 az， 一 4 一 aa 一 as 一 0， 
并 且 as 天 0( 和 否则 | ax | 一 0). 因此 ,保持 圆 点 不 变 的 直射 变换 为 
px! = CIZI 十 aizzy 十 aisZ3， 
芭 一 一 Cl2Zl 十 ailZz 十 azsZs， (3.2) 
pZ; = assxts. 


用 第 三 式 去 除 第 一 ,二 式 , 并 使 用 点 的 仿 射 坐标 ,再 令 


i, i 9 2 一 人 ， 22 一 六 ， 
d33 CQ33 U33 G33 
则 (3.2) 式 可 以 写成 
六 
一 十 by 十 上 ， —b 
[ Ee 由 =a 二 b>0. (3. 3) 
y = bz 二 Tay 十 h， b a 


注 变换 (3. 3) 称 为 同 向 相似 变换 ,其 中 Va 十 称 为 相似 比 . 类 似 地 ,保持 I 一 了， 
J 一 了 的 仿 射 变换 称 为 异 向 相似 变换 . 研究 相似 变换 的 几何 学 是 抛物 几何 . 
如 果 再 添加 条 件 
a —b 
6 a 
可 令 a 二 cos0,6 王 sin9, 则 变换 式 (3.3) 可 以 写成 
= xcos0 — ysinb + k， 
y = xsingt ycos0+ h. 


= 即 a 二 + 二 9 


(3. 4) 
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我 们 把 变换 式 (3. 4) 所 代表 的 特殊 的 仿 射 变换 称 为 运动 变换 , 它 与 解析 几何 所 讲 的 运动 变换 
的 公式 是 一 致 的 . 特别 地 ,有 
(1) 当 0 二 0 时 ,(3.4) 式 变 成 了 


Z 二 工 十 上 ， 
| > (3.5) 
人 y 二 +h， 
称 为 平移 变换 (简称 平移 ). 
(2) 当 上 k=h==0 时 , (3.4) 式 变 成 了 
人 一 0 ysing, (3. 6) 
y 一 zsin0 十 ycosb， 
称 为 ( 绕 原点 的 ) 旋 转变 换 ( 简 称 旋转 ). 
(3) 当 0=r 时 ,(3.4) 式 变 成 了 
全 攻克 祭 削 
y 一 一 y 十 &， 
称 为 中 心 反射 变换 (简称 中 心 反射 ) 或 中 心 对 称 变换 . 
下 面 的 定理 是 显然 的 . 
定理 3.1 一 个 运动 变换 或 者 是 一 个 平移 ,或 者 是 一 个 旋转 ,或 者 是 一 个 旋转 与 一 个 平 
移 的 乘积 . 


定理 3.2 全 体 运 动 变换 的 集合 构成 群 , 称 为 运动 变换 群 , 它 也 是 仿 射 变换 群 的 子 群 . 
证 明 对 于 任意 一 个 运动 变换 
Zz’ 一 zcosg 一 ysing 十 &， 
6 省 一 ZXc0s0 十 ysin0 十 k， 
其 逆 变 换 
1 |z= zicosg 十 ysinbg 十 及 ， 
从 的 二 一 xsin9 十 ycos0 十 hh 
也 是 一 个 运动 变换 (其 中 == 一 kcos0 一 hsin6,h 二 ksing 一 hcos0). 
设 有 两 个 运动 变换 mi ,mz 分 别 为 
x’ = zcosbi 一 ysing + hi, 
人 | = Zsinb 十 ycosbO + hi， 
7 = x cosb, 一 ysing + ks, 
6 = zx/sing, 十 y cosO, 十 hh， 
则 mm 与 mz 之 积 
1X = rcos(0 十 负 ) 一 ysin(2 +0) 十 +k， 
y = zsin(b 二 0,) 一 ycos(0 十 02) 十 地 


m1 2 : | 
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也 是 一 个 运动 变换 (其 中 及 二 kicos0, 一 hsin0, 十 ks ,he 二 kisin0; 十 hscos0, 十 hh). 
因此 ,运动 变换 的 全 体 构 成 一 个 群 . 


2. 基本 的 度量 不 变量 和 度量 性 质 

我 们 把 图 形 在 运动 变换 之 下 保持 不 变 的 那些 非 射影 . 非 仿 射 的 性 质 和 不 变量 称 为 图 形 
的 度量 性 质 和 度量 不 变量 . 

下 面 我 们 证 明 两 点 之 间 的 距离 .两 直线 的 夹 角 以 及 图 形 的 全 等 性 在 运动 变换 下 都 保持 
不 变 , 它 们 是 基本 的 度量 不 变量 和 基本 的 度量 性 质 . 

我 们 首先 在 仿 射 平面 上 定义 一 个 与 两 个 点 a(z ,y1),b(zxs,y2) 有 关 的 一 个 函数 : 

da 人 =V(r x) Fy yi). 

这 个 函数 显然 具有 以 下 三 条 性 质 ( 证 明 留 给 读者 ): 

(1) 对 于 仿 射 平面 上 任意 点 4a, 都 有 d(a,a) 二 0; 

(2) 对 于 仿 射 平面 上 任意 两 点 a,6, 都 有 d(a,b) 二 d(b,a); 

(3) 对 于 仿 射 平面 上 任意 三 点 a,b,c, 都 有 d(a,6) 十 d(6,c) 之 d(a,c). 

这 三 条 性 质 正 是 一 般 距 离 所 要 具备 的 ( 称 它们 为 距离 公理 ), 因 此 我 们 有 理由 把 函数 
dla,b) 定 义 为 a,b 两 点 之 间 的 距离 . 

定义 3.2 定义 仿 射 平面 上 a(zxi,y1),6b(zz ,yz) 两 点 之 间 的 距离 为 

dl(asb) = (zs — x) + Cy — yy). (3. 8) 

例 1 求证 : 迷 向 直线 上 任意 两 相 异 的 非 无 穷 远 点 之 间 的 距离 等 于 零 ( 这 正 是 迷 向 直线 
又 称 为 极 小 直线 的 原因 ). 

证 明 设 a(ziyy),p(z yz) 是 一 迷 向 直线 上 的 两 个 相 异 的 非 无 穷 远 点 ,它们 的 连 线 

Q4aXBD 一 (zyl)X(Czyy 1l) 一 [Ly 一 zs 一 Ziyzlyz 一 zy | 
是 迷 向 直线 ,所 以 圆 点 1(1,i,0) ,J (1, 一 i,0) 必 有 其 一 在 直线 aXb 上 , 即 有 
(aXb)。 I 一 0 或 (ax6b).J=0, 
从 而 ll» (yi—y)+ti(z,—zx)+0. (ry — xz,y1)=0, 
即 
yz 一 yi 二 士 i (Xs 一 Xx)， 亦 即 (yi 一 91)? = 二 一 (zs 一 2 并)2. 

所 以 有 


dl(a,b) 一 VCzs — x1) T+ (yO— 1) = 0. 
下 面 我 们 来 证 明 运 动 变换 保持 两 点 之 间 的 距离 不 变 , 即 距离 是 度量 不 变量 . 
定理 3.3 运动 变换 保持 两 点 之 间 的 距离 不 变 , 即 车 两 点 a,b 在 运动 变换 下 分 别 变 为 
a ,5b , 则 
dl(a’,b') = d(a,b). 


mi! 
入 
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证 明 设 运动 变换 为 
ZX’ 一 zcosg 一 ysing 十 有 ， 
y 一 zsing 十 ycos0 十 h， 
又 设 4 二 (zi yy1) ,6 二 (zz ,yz) ya 一 (zz 一 (zy ys) 于 是 有 
Zz! 一 xicos0— yisin0 + hk, y) = xisinbt yicos0 二 h, 
Xx/ = xscOsO0— yssin0 + hk, y; = zx,sing yzcos0 二 +h, 


从 而 
(zy — x!) = [(z — x) cos0 — (yo — y1)sing] 
一 (zy 一 了 ):zcos20 十 (y 一 太 )2sin20 一 2(0z — Zz1) (yz 一 yi)singcosg， 
(yi — y= [Cx, — x)sing — (yz — y1)cosO] 
= (zs — ZX) sin:0+ (yz — y1)*cos:0++ 2(x, — Zz) (yz — yi1)singcosh. 
上 两 式 相 加 ,得 
(zf — zx!) + Cy oy) = (rs mz) (yO— y1)’, 
故 有 


MW( rt (yy) = rn) ty ye, 即 dla’,b)= dla,b). 
定义 3.3 车 两 个 平面 图 形 A 与 A 的 所 有 点 之 间 有 一 一 对 应 关系 , 且 对 应 线段 的 长 度 
相等 , 则 称 图 形 A 与 A' 全 等 , 记 为 A224“. 
显然 这 个 定义 与 平面 几何 中 关于 两 图 形 全 等 的 定义 是 一 致 的 . 由 定理 3. 3 立即 可 以 得 
到 下 面 的 推论 : 
推论 运动 变换 把 平面 图 形变 成 与 之 全 等 的 图 形 , 即 全 等 性 是 度量 不 变性 质 . 
下 面 讨论 两 直线 的 夹 角 . 我 们 定义 两 直线 夹 角 如 下 : 
定义 3.4 两 直线 
é: 6z 十 名 ?十 与 =0 (&,& 不 同时 为 零 )， 
7: 加工 十 Wy 十 妨 二 0 (nn; 不 同时 为 零 ) 
的 夹 角 人 人 (&, 力 定义 为 
钱 十 包 
例 2 求证 : 迷 向 直线 与 任意 直线 的 夹 角 是 不 定 的 (这 就 是 “ 迷 向 ”一 词 的 来 历 ). 
证 明 因为 任 一 个 非 无 穷 远 点 alai ,az ,1) 与 一 个 圆 点 的 连 线 都 是 迷 向 直线 ,而 
aXT 一 (alyar,1) X (1,i,0) = [一 il,ial 一 as ]， 
aXJj 一 (aa 1)X(L, 一 ii0) 一 [il, 一 ia 一 as]， 
所 以 过 圆 点 工 的 任 一 条 迷 向 直线 的 方程 为 


一 (6 7) 一 arccos (3.9) 
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gl: 一 这 十 y 十 !L 一 0， 
过 圆 点 本 的 任 一 条 迷 向 直线 的 方程 为 
gz2: IT 十 y 十 m 二 0， 
对 于 81,8z， 都 有 
V( 士 站 十 1* 二 0， 


、 旬 思 十 名 7 站 下 
从 而 夹 角 定 义 中 的 函数 一 天 一 一 一 一 的 分 母 恒 为 零 ,因此 迷 向 直线 与 任意 其 他 直线 的 
V 生 十 如 VY 十 及 
夹 角 都 是 不 定 的 . 


下 面 我 们 证 明 两 直线 的 夹 角 在 运动 变换 下 保持 不 变 , 即 夹 角 是 度量 不 变量 . 
定理 3.4 运动 变换 保持 两 直线 的 夹 角 不 变 , 即 : 若 两 直线 上 ,7 在 运动 变换 下 分 别 变 为 
& ,7 ; 则 
LE ,N= LD. 
证 明 设 运动 变换 为 
Z 一 zcosg 一 ysing 十 &， 
y 一 zsing 十 ycosg 十 户 . 
解 出 <,y, 得 
XI= x cos0+ y sing— kcos0 — hsing, 
y 一 一 sing 十 ycosg 十 Rsing 一 Acosb. 
将 其 代入 两 直线 ,7 的 方程 
€: 十 名 y 十 名 二 0 (&,é 不 同时 为 零 )， 
7: 帮工 十 六 ?十 六 一 0 (六 ,六 不 同时 为 零 )， 
得 到 直线 & ,7 的 方程 分 别 为 
& : (6cosb 一 名 sing)z 十 (esing 十 名 cosg)y 
一 (cosb 一 名 Sin0)R 一 (sing 十 名 cos0) 六 十 久 一 0， 
W: (meosO— msing)z’ 十 (hsing 十 六 cosg)y 
— (mcos0— psinO)k — (psingt npcosO)h+n, = 0. 


少 


&/ 一 和 cosg 一 名 sing， 吕 一 和 sinbg 十 名 cosg， & 一 一 名 一 总 十 所， 
nm = ncOs0 — msing, ya = nsing ,coso, 大 三 二 nk 二 mh 二 7， 
则 直线 &,y 在 运动 变换 m 之 下 分 别 变 成 了 
& :Sr 十 名 y 十 各 一 0， 7 : NT 十 Wy 十 态 一 0. 
这 里 如 ,名 不 同时 为 零 ,否则 ,由 


昌 
岂 
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ecosO 一 名 sin0 一 0， 
Asin0 十 名 cos0 一 0 
得 到 == 色 二 0, 与 假设 它们 不 同时 为 零 了 矛盾 . 同 理 , 九 ,有 到 也 不 同时 为 零 . 
容易 证 明 . 
生 由 十 名 7 一 各 太 十 名 太 ， 生 十 如 一 各 十 羡 ， 形 十 天 一 天 十 性 ， 


因此 
£0; + zn 本 名 亿 士 名 六 
EE 二 WV 十 如 VE 十 驻 
即 


L710) = Lt,n. 

可 以 证 明 , 我 们 以 上 定义 的 两 点 之 间 的 距离 ( 即 线段 的 长 度 ) .两 图 形 的 全 等 以 及 两 直线 
的 夹 角 在 射影 变换 和 仿 射 变换 下 都 不 是 保持 不 变 的 . 因此 ,凡是 与 距离 (长 度 ) 、 夹 角 以 及 全 
等 性 有 关 的 内 容 都 是 欧 氏 几何 的 内 容 , 而 不 属于 仿 射 几何 和 射影 几何 . 

注意 : 我 们 上 面 关 于 距离 和 夹 角 的 定义 与 解析 几何 中 的 定义 是 一 致 的 . 在 仿 射 平面 上 
定义 了 距离 . 夹 角 和 全 等 性 这 样 一 些 度 量 概 念 之 后 ,这 个 仿 射 平面 就 成 了 欧 氏 平面 . 把 欧 氏 
平面 上 图 形 关 于 运动 变换 的 不 变量 和 不 变性 质 作 为 研究 对 象 的 几何 就 是 平面 欧 氏 几何 ,也 
称 为 平面 度量 几何 ,我们 熟悉 的 平面 初等 几何 就 是 平面 欧 氏 几何 . 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,所 谓 的 运动 变换 就 是 我 们 现实 生活 中 的 搬 动 (或 称 移动 ), 用 物理 
学 的 语言 说 就 是 刚体 运动 , 它 在 几何 学 上 的 表达 式 就 是 我 们 所 说 的 运动 变换 式 . 因此 ,正如 本 
书 开头 所 说 的 那样 ,所 谓 欧 氏 几何 就 是 研究 图 形 那些 不 因 *“ 搬 动 ”而 改变 的 性 质 和 量 ( 如 长 度 、 
角度 、 面 积 等 ) 的 学 科 . 换 句 话说 , 欧 氏 几何 就 是 研究 那些 与 图 形 的 特定 位 置 无 关 的 性 质 和 量 的 
学 科 . 用 这 里 的 语言 说 , 欧 氏 几何 就 是 研究 图 形 的 度量 性 质 和 度量 不 变量 的 学 科 ( 参 阅 § 4. 5). 


三 、 币 卡 儿 直 角 坐 标 系 


下 面 我 们 说 明 ,在 定义 了 距离 和 角度 的 仿 射 平面 一 一 欧 氏 平面 上 ,原来 的 仿 射 坐标 系 将 
变 成 我 们 在 解析 几何 里 熟知 的 笛 卡 儿 直角 坐标 系 . 

首先 回顾 一 下 仿 射 坐标 系 的 相关 内 容 . 在 那里 ,原点 O 的 坐 _ pio, y Py 
标 是 (0,0) ,单位 点 e 的 坐标 是 (1,1). 若 任 一 点 已 的 坐标 为 
(z,y) ,过 点 e 和 分 别 作 Oy 轴 和 Orz 轴 的 平行 线 交 Oz 轴 于 点 
,已 , 交 Oy 轴 于 点 e ,P , 则 点 e 的 坐标 是 (0,1), 点 e 的 坐标 
是 (1,0) ,点 Pi 的 坐标 是 (0,y) ,点 P?: 的 坐标 是 (x,0) (图 4-13). 

根据 上 面 定义 的 两 点 之 间 的 距离 公式 (3. 8) 和 两 直线 的 夹 es 
角 公 式 (3.9) ,我 们 有 


Ne 
O(0,0) eX1,0) P(x,0) * 
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d(0,e) =V(I—0)+(0—0 一 1，d(0,e) 一 (0 二 0 二 (0 二 1 =1, 
cd(0,P2) 一 VCz 一 0)5 十 (0 一 0 一 |z|, d(0,P) = 一 0 十 (0 一 y5 = | y|. 
又 因为 Ox 轴 一 62 : y 二 0, 即 所 二 0, 色 二 1, 而 Oy 轴 一 6 : Z 一 0, 即 胃 二 1, 攻 二 0, 若 设 两 坐标 
轴 夹 角 为 a, 则 
0XX1 十 1X0 


coOsa 三 一 -一 0. 


wW02 十 1 。V12: 十 0 


所 以 两 坐标 轴 的 夹 角 为 x/2. 
综合 上 面 的 讨论 ,在 欧 氏 平面 上 图 4-13 所 示 的 坐标 系 具 有 如 下 性 质 : 
(1) 两 坐标 轴 上 的 测度 单位 相等 , 且 都 等 于 1; 
(2) 两 坐标 轴 夹 角 为 直角 ， 
> 这 两 条 性 质 正 是 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 的 特征 . 因此 ,在 欧 氏 平 
面 上 ,图 4-13 所 示 的 仿 射 坐标 系 变 成 了 图 4-14 所 示 的 笛 卡 儿 
直角 坐标 系 . 欧 氏 平面 上 任意 一 点 已 在 这 个 坐标 系 下 的 坐标 
e'(0,1) (zx,y) 称 为 P 点 的 箔 卡 儿 直角 坐标 (简称 直角 坐标 ). 
以 下 凡是 讨论 欧 氏 几何 的 问题 ,我 们 都 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 
O(0,0) ex(1,0) P23(x, 0) * 系 下 进行 ,不 再 另行 声明 .但 因为 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 是 仿 射 坐标 
系 的 特例 ,运动 变换 是 仿 射 变换 的 特例 ,所 以 在 仿 射 坐标 系 下 得 
到 的 结论 在 笛 卡 儿 直角 坐标 系 下 仍然 成 立 . 


P'(0, y) P(x,y) 


图 4-14 


四 、 拉 格 儿 公 式 


下 面 我 们 根据 前 面 所 学 的 知识 ,推导 一 个 十 分 重要 的 公式 一 一 拉 格 儿 (Laguerre) 公 式 . 
”定理 3.5 设 两 条 非 迷 向 直线 &,& 的 夹 角 为 9, 过 直线 & 与 & 交点 的 两 条 迷 向 直线 分 别 
为 gi:( 过 点 ==(1,i,0)) 和 gj (过 点 J 二 (1, 一 1,0)), 且 交 比 R(& ,& ;gj,g1) 二,; 则 有 


Si (3. 10) 


这 个 公式 称 为 拉 格 儿 公式 . 

证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 取 直线 6 与 & 的 交点 为 坐 ， 
标 系 原点 ,6 为 Oz 轴 建 立 笛 卡 儿 直角 坐标 系 (图 4-15)， 
则 直线 的 方程 为 ， 


y= 0. (3. 11) EE | 
又 设 直 线 & 的 斜率 为 &, 则 & 的 方程 为 2/ l,i0) 
y 一 Ar， 即 kz 一 y= 二 0. (3. 12) 2 000 


0» 


于 是 ,由 我 们 定义 的 夹 角 公式 ,容易 算出 与 解析 几何 一 至 
的 结果 让 


ja 
~ 
~ 


有 


8$4.3 ”运动 变换 与 欧 氏 几何 


k = tang. (3. 13) 
显然 ,直线 和 sBIrB] 与 直线 6。 二 [0,0,1] 的 交点 坐标 分 别 为 Pl ,0,0),Q(1,k,0), 
1(1,i,0) ,J(1, 一 i,0), 则 


ey 二 于 本 于 | me 
P=5I+ts3l Q=F0+ik)I +a 0 ik)l. 


由 交 比 的 定义 有 
1 1 
二 。 二 (1 十 这 ) . 
Rep 本 
ltl 
2 "32 
所 以 ,有 


一 及 (6 eg ,81) = RC(P,Q;J ,71) = R(J ,IT;P.,Q) 
_ 1++ki 1+itang cosg 十 ising ee _ 2i8 


1—ki 1 一 itang cos0 一 ising ei 
上 式 两 端 取 自然 对 数 ( 取 对 数 函 数 的 主 值 ) ,得 
0 = i 
21 

推论 ”两 条 非 迷 向 直线 互相 垂直 的 充分 必要 条 件 是 这 两 条 直线 与 过 其 交点 的 两 条 迷 向 
直线 调和 共 恩 , 即 两 条 非 迷 向 直线 互相 垂直 的 充分 必要 条 件 是 这 两 条 直线 上 的 无 穷 远 点 与 
两 圆 点 调和 共 斩 . 

证 明 充分 性 若 两 条 非 迷 向 直线 和 , 与 过 其 交点 的 迷 向 直线 gj ,gj 调和 共 思 , 则 

= 及 (6 ,é 38] ,81) 二 
由 拉 格 儿 公式 知 , 直 线 & 与 & 的 夹 角 为 
1 


1 1 
0 = Flnp = inl D=" m3 


BR& 1&. 
必要 性 若 两 条 非 迷 向 直线 6 , 互相 垂直 ,将 其 夹 角 6 一 斑 代 入 拉 格 儿 公式 ,得 


lnp 一 ir， 从 而 R(&,& 8) 81) 一 /一 er 一 一 1， 
则 和 ,2 与 gj ,gr 调和 共 斩 . 

拉 格 儿 公式 十 分 重要 , 它 及 其 推论 分 别 以 交 比 与 调和 比 这 两 个 射影 概念 表达 了 夹 角 与 
垂直 两 个 度量 概念 ,形成 了 夹 角 与 垂直 概念 的 射影 解释 ,从 而 把 欧 氏 几何 与 射影 几何 联系 起 
来 了 . 

例 3 应 用 拉 格 儿 公式 , 求 过 原点 的 两 直线 

ar’+2hry+by:=0 (3. 14) 
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的 夹 角 . 
解 设 (3.14) 式 表示 的 两 条 直线 分 别 为 &,& ,其 斜率 分 别 为 & ,ks , 则 其 方程 分 别 为 
&:yI= kr, &: y= kx. (3.15) 
它们 与 绝对 直线 9- 的 交点 分 别 为 P(1,A: ,0),Q(1,A ,0). 过 原点 的 两 条 迷 向 直线 g1,gj 分 
别 交 绝 对 直线 $- 于 圆 点 1(1,i,0),J(1, 一 i,0). 于 是 
A= R(& ,kb ;gg81) 一 RP,QiJ,D = R( ,1;P,Q), 


而 
_1 1 . 1 、 1 . 
P= Fl+thDIT+ Fl hdl, Q= Fl+hkhdD + sl £1, 
从 而 
本 _ QADOThRD) hkl1+ilks—k) 
DU le Mn le i 
由 此 有 
.Ap 一 1 kk A i 


le kr Ekitl 
因为 所 给 方程 : az’ 十 2hxy 十 by 二 0 分 解 为 过 原点 的 两 直线 与: y 一 zx, : y 一 kz, 因 
此 有 
Alar’ 二 2hryT by)= (kr y). (kr y) 
一 ApRzzz 一 (有 十 Ar)zy 十 妈 ， 


从 而 
ks 一 二， ki 十 k 一 一 和. 
代入 (3.17) 式 ,得 
Ll 2VhR—ab 
‘i 士 i (3. 18) 
设 一 (6 ;& ) =0, 由 拉 格 儿 公 式 0= 了 lnw, 则 lIny=2i0,y= ee. 因此 
一 2 好 __ 
a (3.19) 


‘Fl ez 二 TI 一 
由 (3.18),(3. 19) 两 式 可 得 出 ,过 原点 的 两 直线 ez 十 2Azy 十 6 如 一 0 的 夹 角 9 应 满足 : 


tang =+ 2 = (3. 20) 
Q 十 6 
由 (3. 20) 式 还 可 得 出 ,过 原点 的 两 直线 ar’ +2hrytby’ 一 0 互相 垂直 的 条 件 为 
a 十 b= 二 0. 


8$4.4 二 次 曲线 的 度量 理论 


习 题 4.3 


1. 证 明 ; 任 一 实 直 线 上 必 有 无 穷 多 个 虚 点 , 任 一 虚 直 线 上 有 且 仅 有 一 个 实 点 ; 任 一 个 实 
点 必 有 无 穷 多 条 虚 直 线 通 过 , 任 一 虚 点 有 且 仅 有 一 条 实 直 线 通 过 . 

2. 利用 运动 变换 的 表达 式 证 明 : 运动 变换 把 圆 点 变 为 圆 点 ,把 迷 向 直线 变 为 迷 向 直线 . 

3. 证 明 : 欧 氏 平面 上 具有 同一 个 中 心 的 所 有 旋转 的 全 体 构成 一 个 群 . 

4. 在 直线 z 十 y 十 2 二 0 上 , 求 与 原点 距离 为 零 的 点 . 

5. 试 求 过 原点 的 两 直线 az’ 十 2hzxy 十 by 一 0 所 夹 角 的 平分 线 方程 (参考 例 3). 


$4.4 二 次 曲线 的 度量 理论 


本 节 我 们 将 用 射影 的 观点 来 讨论 二 次 曲线 的 主轴 、 项 点 .焦点 和 准 线 等 度量 概念 . 我 们 
将 在 复 ( 欧 氏 ) 平 面 上 讨论 ,从 而 就 可 以 讨论 椭圆 (或 圆 ) 的 渐 近 线 问题 . 


一 . 如 的 一 些 性 质 


由 于 运动 变换 保持 圆 点 1(1,i,0) 和 (i, 一 i,0) 不 变 ,因此 二 次 曲线 的 一 些 度 量 性 质 是 
以 圆 点 为 基础 进行 讨论 的 . 而 圆 点 与 圆 有 密切 的 关系 ,所 以 我 们 首先 以 圆 点 为 基础 讨论 圆 
的 一 些 性 质 . 

定理 4.1 一 条 椭圆 型 二 次 曲线 是 圆 ( 实 圆 . 虚 圆 或 点 圆 ) 的 充分 必要 条 件 是 它 过 两 个 圆 
点 1,J( 这 正 是 “ 圆 点 ”一 词 的 来 历 ). 

证 明 设 椭圆 型 二 次 曲线 的 方程 为 


anx’ 十 2alzzy 二 azzy: 十 2a13 工 十 2az3y 十 ass 0， (4. 1) 
a a 
其 中 A 一 | ” “|>>0. 车 使 用 射影 坐标 ,方程 (4. 1) 变 为 
12 G22 
az 二 azz Ti 二 a33x? 十 2aiziz 十 2aiszizy 2a rsx, 一 0. (4.2) 


充分 性 ” 若 椭圆 型 二 次 曲线 (4. 1) 过 圆 点 I(1,i,0) 和 (1, 一 i,0), 将 其 坐标 代入 方程 
(4.2), 有 

all 一 zz 十 azl 一 0， (4. 3) 

ail 一 az 一 Gil 一 0. (4.4) 

C&11 


(4. 3) 式 减 去 (4. 4) 式 得 dl 一 0;(4. 3) 式 加 上 (4. 4) 式 得 dll 一 QIi2。 又 有 A= 


0 Ql1l 


将 以 上 结果 代入 方程 (4. 1) ,得 
all (x? 十 y) 十 2a13 广 十 2az3Yy 十 a33 一 0 (ai 天 0). (4. 5) 
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这 正 是 圆 的 方程 . 

必要 性 ” 若 方程 (4. 1) 表 示 圆 , 则 方程 (4. 1) 必 可 写成 方程 (4. 5) 的 形式 . 显然 , 圆 点 
I1(1,i,0) 与 J(1, 一 1,0) 都 满足 方程 (4. 5), 故 圆 过 圆 点 ,J. 

由 这 个 定理 可 以 看 出 ,所 谓 圆 点 就 是 平面 上 所 有 圆 的 公共 点 . 因此 我 们 也 把 圆 定 义 为 经 
过 圆 点 IT 和 J 的 二 次 曲线 . 由 于 平面 上 (无 三 点 共 线 的 ) 五 个 点 确定 唯一 一 条 二 次 曲线 ,因此 
我 们 有 如 下 的 推论 

推论 ”平面 上 不 共 线 的 三 点 确定 唯一 一 个 圆 . 

这 与 我 们 熟知 的 结论 是 一 致 的 . 

定理 4.2 圆 的 任意 一 对 共 恩 直径 是 互相 垂直 的 . 

证 明 因为 圆 与 绝对 直线 9 的 交点 是 两 圆 点 I,J 因此 过 圆 的 中 心 的 两 条 迷 向 直线 是 
圆 的 两 条 渐 近 线 . 由 $ 4. 2 中 的 定理 2.6 知 , 圆 的 任意 两 条 共 氏 直 径 与 过 圆 的 中 心 的 两 条 迷 
向 直线 ( 浙 近 线 ) 调 和 共 思 . 再 由 $ 4. 3 中 定理 3. 5 的 推论 知 , 圆 的 任意 两 条 共 罗 直 径 是 互相 
垂直 的 . 

定理 4.3 一 圆 中 同 弧 上 的 圆周 角 相 等 . 

证 明 如 图 4-16 所 示 , 设 AB 上 的 两 个 圆周 角 为 人 APB, 人 AP'B, 则 点 1, ,A,B,P， 
P' 在 同一 圆周 上 . 于 是 ,由 Steiner 定理 有 

PCPXA,PXB,PXJ,PXI)A* P(P’XxXA,P’XxB,P’xJ,P’ Xx]7), 
从 而 
pn 会 RCPXA,PXB;PXJ,PxD) 
= R(P’ XA,P’ XB;P’ XJ,P XDEy. 
由 拉 格 儿 公式 有 
LAPB = Iny = 六 Inw' = LAP'B. 


4-16 以 上 几 个 关于 圆 的 性 质 定理 虽然 都 是 我 们 熟悉 的 ,但 是 我 们 这 

里 都 是 使 用 射影 几何 的 观点 来 证 明 的 . 下 面 我 们 也 用 同样 的 观点 来 

讨论 二 次 曲线 的 主轴 、 顶 点 .焦点 以 及 准 线 这 些 我 们 所 熟悉 的 度量 概念 . 从 这 里 我 们 可 以 体 
会 到 学 习 射 影 几 何 对 于 理解 初等 几何 和 解析 几何 的 指导 意义 . 


二 、 二 次 曲线 的 主轴 和 顶点 


定义 4.1 二 次 曲线 的 一 条 直径 如 果 平 分 一 组 与 它 垂 直 的 弦 , 则 此 直线 叫做 二 次 曲线 的 
主轴 ,主轴 与 二 次 曲线 的 交点 叫做 二 次 曲线 的 顶点 . 

因为 二 次 曲线 的 直径 平分 与 它 的 共 思 直 径 平行 的 弦 , 因 此 由 定义 4.1 立刻 可 以 得 到 下 
面 的 定理 : 


$4.4 二 次 曲线 的 度量 理论 


定理 4.4 如果 二 次 曲线 的 一 对 共 轿 直径 互相 垂直 ,那么 它们 都 是 二 次 曲线 的 主轴 ,并 
且 二 次 曲线 的 主轴 是 二 次 曲线 的 对 称 轴 . ; 

推论 ” 圆 的 每 一 条 直径 都 是 主轴 ,从 而 圆周 上 的 每 一 点 都 是 顶点 . 

由 此 可 见 , 圆 的 每 一 条 直径 都 是 圆 的 对 称 轴 . 直观 上 这 是 明显 的 . 

对 于 除 圆 以 外 的 有 心 二 次 曲线 可 以 有 许多 对 共 恩 直径 ,但 是 互相 垂直 的 共 斩 直 径 却 只 
有 一 对 , 即 有 下 面 的 定理 : 

定理 4.5 除 圆 以 外 的 有 心 二 次 曲线 只 有 一 对 主轴 ,它们 是 两 条 渐 近 线 所 成 角 的 平分 
线 ,并 且 顶 点 个 数 为 4. 

证 明 ”容易 证 明 , 有 心 二 次 曲线 的 直径 与 共 轿 直径 的 对 应 是 对 合 对 应 (见习 题 4.2 第 5 
题 ), 且 两 条 渐 近 线 ( 实 或 虚 ) 为 此 对 应 的 二 重 直线 . 

假设 除 圆 以 外 的 有 心 二 次 曲线 有 两 对 直径 既 共 轿 又 垂直 ( 即 有 两 对 主轴 ) ,那么 所 有 的 
共 轿 直径 对 全 是 互相 和 垩 直 的 (因为 两 对 对 应 元 素 确 定 唯一 的 对 合 变 换 ). 由 § 4. 3 中 定理 3.5 
的 推论 知 , 这 时 两 条 迷 向 直线 OXT,OXj (9 是 二 次 曲线 的 中 心 ) 是 这 个 ( 双 曲 型 ) 对 合 变换 
的 二 重 直线 ( 即 不 动 直线 ), 因 此 OX1,OXJ 是 有 心 二 次 曲线 的 渐 近 线 . 由 此 知 有 心 二 次 曲 
线 过 圆 点 1,J 那么 它 必 是 一 个 圆 (定理 4. 1). 这 与 前 提 蔬 盾 . 

下 证 有 心 二 次 曲线 的 一 对 主轴 平分 两 渐 近 线 所 成 的 角 . 设 O 是 
有 心 二 次 曲线 的 中 心 , OXm,OXn 是 两 条 渐 近 线 . 作 两 渐 近 线 的 内 
角 和 外 角 的 角 平 分 线 OXa,OX5b, 则 OXa | OX6b. 下 证 直线 OXa， 
OXp 共 斩 . 若 用 平行 于 OX5 的 直线 截 OXa,OXb,OXm,OXn, 其 交 
点 分 别 为 a,b,m,n (图 4-17), 则 5 是 无 穷 远 点 ,有 是 a 是 线段 元 7 的 中 
点 .于 是 ,由 $4.1 中 的 定理 1.3 有 

R(Oa,O0b;Om,0O0n) =— 1. 

故 OXm,OXn 调和 分 隔 OXa,OXb, 从 而 由 $4. 2 中 的 定理 2.6 知 
OXa,OxX6 为 共 恩 直径 , 即 OXxa,Oxb 是 一 对 主轴 , 且 是 两 渐 近 线 所 成 角 的 角 分 线 . 由 于 只 
有 一 对 主轴 , 故 有 4 个 顶点 . 

定理 4.6 ”抛物线 有 唯一 的 主轴 和 唯一 的 顶点 ,并 且 主 轴 是 抛物 线 上 无 穷 远 点 关于 两 个 
圆 点 的 调和 共 轿 点 的 极 线 . 

证 明 ”由 于 抛物 线 的 所 有 直径 互相 平行 (§ 4.2 中 的 结论 1) ,因此 垂直 于 所 有 直径 的 弦 
只 有 一 组 ,平分 这 组 弦 的 直径 也 只 能 有 一 条 ,从 而 抛物 线 有 唯一 一 条 主轴 . 由 于 抛物 线 的 中 
心 是 无 穷 远 点 O- , 它 是 绝对 直线 9- 与 抛物 线 的 切 点 ,因此 抛物 线 的 唯一 主轴 交 抛 物 线 的 两 
点 中 有 一 点 是 无 穷 远 点 O- ,而 无 穷 远 点 O_- 不 在 仿 射 平面 上 ,因而 也 不 是 欧 氏 平面 上 的 点 ， 
故 抛物 线 只 能 有 唯一 一 个 顶点 . 


图 4-17 
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如 图 4-18 所 示 , 设 V 是 抛物 线 C 的 唯一 顶点, 则 VX0O. 
是 抛物 线 C 的 唯一 主轴 . 于 是 过 顶点 V 的 切线 VX P.(P。 
是 切线 上 的 无 穷 远 点 ) 必然 与 主轴 立 XO- 垂 直 ( 切 线 是 弦 的 
极限 位 置 ),， 因此 ,由 $4. 3 中 定理 3.5 的 推论 知 ，O- ,P. 与 
两 圆 点 调和 共 轿 , 即 P- 是 抛物 线 上 的 无 穷 远 点 O- 关于 两 圆 
点 1,J 的 调和 共 恩 点 ,而 且 点 P. 的 极 线 就 是 主轴 V X O- 
人 (8 3.2 中 的 定理 2.7). 


三 .二 次 曲线 的 焦点 和 准 线 


定义 4.2 过 圆 点 1,7 分 别 引 二 次 曲线 的 切线 ,切线 的 交点 (无 穷 远 点 除外 ) 称 为 二 次 曲 
线 的 焦点 ,焦点 的 极 线 称 为 二 次 曲线 的 准 线 . 

定理 4.7 圆 只 有 一 个 焦点 , 即 圆 的 中 心 , 圆 的 准 线 是 绝对 直线 8. 

证 明 因为 贺 与 绝对 直线 8. 交 于 圆 点 1,J ,过 圆 点 1,J 作 圆 的 切线 就 是 圆 的 两 条 渐 近 
线 ( 迷 向 直线 ) ,这 两 条 渐 近 线 的 交点 是 圆 的 中 心 , 所 以 圆 只 有 一 个 焦点 , 即 圆 的 中 心 . 由 于 
二 次 曲线 中 心 的 极 线 就 是 绝对 直线 8- ,因此 圆 的 准 线 就 是 绝对 直线 8. 

定理 4.8 抛物线 只 有 一 个 焦点 ,一 条 准 线 . 

证 明 因为 绝对 直线 是 抛物 线 的 一 条 切线 ( 且 过 了 ,J 两 圆 点 ) ,所 以 过 绝对 直线 5。 上 
的 点 1 的 切线 除了 绝对 直线 6- 外 还 有 另 一 条 6, 过 5。 上 的 点 的 切线 除了 5。 外 还 有 另 一 条 
7 过 圆 点 1 或 了 的 这 三 条 切线 的 非 无 穷 远 点 的 交点 只 有 一 个 : 5X 因此 抛物 线 只 有 一 个 
焦点 ,从 而 它 的 极 线 一 -抛物线 的 准 线 也 只 有 一 条 . 

定理 4.9 除 圆 以 外 的 有 心 二 次 曲线 有 四 个 焦点 (两 个 实 的 ,两 个 虚 的 ) ,相应 地 有 四 条 
准 线 (两 条 实 的 ,两 条 虚 的 ). 

证 明 过 贺 点 1 的 两 条 切线 与 过 圆 点 」 的 两 条 切线 都 有 交点 ( 非 无 穷 远 点 ) ,共有 四 个 
交点 , 故 有 四 个 焦点 ,相应 地 有 四 条 准 线 . 

对 于 四 个 焦点 中 恰好 有 两 个 实 的 ,两 个 虚 的 ,在 此 不 打算 证 明了 . 不 过 这 四 个 焦点 中 不 
可 能 有 多 于 两 个 是 实 的 ,这 一 事实 是 容易 证 明 的 . 这 是 因为 四 个 焦点 必 落 在 过 圆 点 工 的 两 条 
切线 ( 虚 直 线 ) 上 ,是 每 一 条 切线 上 各 有 两 个 ,而 在 任 一 条 切线 上 的 两 个 焦点 不 可 能 都 是 实 、 
的 ,否则 的 话 ,这 条 切线 将 是 实 直 线 (因为 两 个 实 点 的 连 线 必 为 实 直 线 ) ,与 过 圆 点 了 的 切线 


个 是 虚 的 , 即 实 焦点 不 能 多 于 两 个 . 

把 我 们 这 里 关于 焦点 和 准 线 的 定义 用 于 二 次 曲线 的 方程 ,容易 验证 ,它们 与 解析 几何 中 
关于 焦点 和 准 线 的 定义 是 一 致 的 (见习 题 4.4 第 1 题 ). 

关于 二 次 曲线 的 度量 性 质 我 们 就 讨论 到 这 里 ,至 于 二 次 曲线 的 度量 分 类 与 标准 方程 ,与 


EB 
$4.4 二 次 曲线 的 度量 理论 


解析 几何 中 的 讨论 是 一 致 的 , 即 把 二 次 曲线 的 主轴 取 作 向 卡 儿 直角 坐标 系 的 坐标 轴 , 原 点 取 
在 中 心 ( 有 心 二 次 曲线 ) 或 顶点 (无 心 二 次 曲线 ), 便 可 把 二 次 曲线 方程 化 成 标准 方程 ,从 而 把 
二 次 曲线 进行 了 度量 分 类 . 对 此 在 这 里 不 再 重 述 . 


四 . 解析 几何 中 的 应 用 举例 


例 1 求证 : 二 次 曲线 的 任意 一 条 切线 与 两 条 定 切 线 的 交点 在 焦点 处 张 成 定 角 . 

证 明 如 图 4-19 所 示 , 设 二 次 曲线 C 的 任意 一 条 切线 为 m ,两 条 定 切线 为 4,Ls ,过 圆 点 
J 了 ,了 的 切线 分 别 为 如 ,44, 则 4 XU 二 下 是 二 次 曲线 C 的 焦 
点 . 设 切 线 4 ,li ,ls ,4 分 别 交 切线 mx 于 点 P,Q,A,B, 则 


于 点 P-,Q- ,那么 8 (P,Q ,1 ,DAm(P,Q,A,B), 
从 而 
4= R(F XP,,FXQ,;FXJ,FXD 
二 R(P,, ,Q,;] ,1) = R(P,Q;A,B) = 定 值 . 4-19 
由 拉 格 儿 公 式 有 | 


LPFQ = /PFQ, = 去 Inp 二 定 角 . 


例 2 求证 : 外 切 于 一 抛物 线 的 三 角形 , 它 的 外 接 圆 过 该 抛物 线 的 焦点 . 

证 明 设 AABD 外 切 于 抛物 线 C, 又 绝对 直线 8, 与 抛物 线 C 相 切 ,从 绝对 直线 8. 上 的 
两 圆 点 T,J 引 抛 物 线 C 的 切线 ,其 交点 F( 非 无 穷 远 点 ) 是 抛物 线 C 的 焦点 , 则 人 JJ 下 也 是 抛 
物 线 C 的 外 切 三 角形 . 于 是 AABD 与 AJJF 同时 外 切 于 -一 条 二 次 曲线 C , 则 它们 的 顶点 A， 
B,D,T,J,F 同 时 在 另 一 条 二 次 曲线 上 (8 3.4 中 例 2 的 对 偶 命 题 ). 由 于 这 条 二 次 曲线 过 图 
点 了 ,J, 故 它 必 是 一 个 圆 ,这 个 圆 是 外 切 于 抛物 线 C 的 AABD 的 外 接 圆 , 且 过 抛物 线 C 的 焦 
点 下 . 

例 3 求证 ; 过 二 次 曲线 焦点 的 两 条 共 堪 直线 互相 
垂直 . 

证 明 ”如 图 4-20 所 示 , 设 4,4s 是 过 二 次 曲线 C 的 焦点 下 
的 两 条 共 轿 直线 ,过 焦点 下 作 二 次 曲线 C 的 两 条 切线 FXA， 
”FXB, 则 由 $3.2 中 定理 2.5 的 对 侦 定 理 知 , 4 ,ls 与 FXA， 
FXB 调 和 共 罗 . FXA,FXB 是 过 焦点 的 两 条 切线 ,根据 焦点 
的 定义 知 FXA,FXB 分 别 过 圆 点 1, 了 ,因此 它们 是 迷 向 直线 . 
由 $4.3 中 定理 3.5 的 推论 知 , 4 与 4 必 互 相 垂直 . 
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习 题 4.4 


1. 用 抛物 线 y 一 2pzx 验证 本 节 给 出 的 关于 主轴 、 顶 点 、 
焦点 和 准 线 的 定义 与 解析 几何 中 给 出 的 相应 定义 是 一 致 的 . 

2. 求 下 列 二 次 曲线 的 主轴 、 顶 点、 焦点 和 准 线 : 

(1) 2z2z 十 4zy 十 2 办 一 4z 十 1 一 0 (抛物 线 ); 

(2) 7z!: 十 6xy 一 一 16 一 0( 双 曲线 ). 

3. 证 明 : 有 公共 渐 近 线 的 若干 圆 是 同心 圆 . 


4. 若 有 心 二 次 曲线 》) aikzizs 一 0 (ax 一 au) 有 一 个 焦点 为 原点 ,证 明 : 它 的 另 一 个 焦 
it 一 1 


点 坐标 为 (22 ， 弘 二 )( 其 中 A 是 | | 中 元 素 aw 的 代数 余子 式 ) 

5. 设 T 是 二 次 曲线 一 条 弦 PXQ 的 极点 ,F 是 二 次 曲线 的 一 个 焦点 , 弦 PXQ 与 焦点 
F 相应 的 准 线 交 于 点 R ,证 明 : FXT,FXR 是 人 PFQ 的 平分 线 . 当 弦 PXQ 过 焦点 时 有 
什么 结论 ? 


$4.5 变换 群 与 几何 学 


本 节 我 们 简要 介绍 德国 数学 家 克 莱 因 用 变换 群 给 几何 学 分 类 的 观点 ,然后 用 克 莱 因 的 
观点 对 射影 \ 仿 射 . 欧 氏 三 种 几何 作 一 个 综合 的 比较 . 


一 、 克 菜 因 的 变换 群 观点 


我 们 知道 ,用 公理 法 可 以 建立 各 种 几何 ,这 可 以 说 是 用 静态 的 观点 来 研究 几何 学 .下面 
我 们 讨论 变换 群 所 对 应 的 几何 学 问题 ,这 可 以 说 是 用 动态 的 观点 来 研究 几何 学 . 

我 们 先 从 欧 氏 几何 谈 起 . 我 们 知道 , 欧 氏 几何 是 研究 图 形 的 那些 因 “ 搬 动 ” 而 不 改变 的 
性 质 的 ,或 者 说 是 研究 与 图 形 特定 位 置 无 关 的 性 质 的 . 换 句 话说 , 欧 氏 几何 所 研究 的 图 形 下 
的 性 质 是 指 在 不 同 地 点 与 全 等 的 一 切 图 形 所 共同 具有 的 性 质 . 这 就 是 说 , 欧 氏 几何 中 全 等 
的 图 形 本 质 上 并 无 区 别 . 现在 我 们 用 另 一 观点 来 说 明 这 一 事实 . . 

由 于 欧 氏 平面 上 全 体 运 动 变换 构成 群 ,所 以 运动 变换 具有 下 列 三 个 性 质 : 

(1) 恒 等 变换 是 运动 变换 ; 

(2) 运动 变换 的 逆 变 换 仍 是 运动 变换 ; 

(3) 两 个 运动 变换 之 积 仍 是 运动 变换 . 

由 于 运动 变换 保持 平面 图 形 的 全 等 性 ( 即 一 个 平面 图 形 经 过 运动 变换 变 为 另 一 个 与 它 
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全 等 的 平面 图 形 ), 因 此 我 们 可 以 利用 运动 变换 使 在 不 同 地 点 的 同一 平面 图 形 全 等 . 这 样 由 
运动 变换 的 上 面 三 个 性 质 可 以 推出 全 等 具有 如 下 三 个 性 质 : 

(1) 反 身 性 : 图 形 下 与 其 本 身 全 等 , 即 FSs2F; 

(2) 对 称 性 : 若 图 形 下 全 等 于 图 形 已 , 则 图 形 F 也 全 等 于 图 形 F, 即 FF 一 FF 各 F，; 

(3) 传递 性 ; 若 图 形 下 全 等 于 图 形 FF ,图 形 严 全 等 于 图 形 FF, 则 图 形 下 全 等 于 图 形 严 , 即 

FEF,F OF—>ForF,. 

因此 平面 图 形 的 全 等 关系 是 一 种 等 价 关 系 . 利用 等 价 关 系 可 以 把 一 个 集合 中 的 元 素 分 
类 ,将 互相 等 价 的 元 素 归 为 一 类 ,这 样 就 可 以 把 一 个 集合 划分 成 若干 个 等 价 类 ,使 之 属于 同 
一 等 价 类 中 的 元 素 彼此 等 价 . 由 于 平面 图 形 的 全 等 是 等 价 关 系 , 因 此 我 们 可 以 用 全 等 把 平面 
上 所 有 的 图 形 分 类 ,凡是 互相 全 等 的 图 形 属于 同一 等 价 类 , 不 全 等 的 图 形 属于 不 同 的 等 价 
类 . 欧 氏 几何 既然 是 研究 不 同 地 点 互相 全 等 的 图 形 所 共有 的 性 质 的 ,而 同一 类 中 一 切 图 形 所 
共有 的 性 质 必然 是 运动 变换 群 下 的 不 变性 质 , 因 此 关于 运动 变换 群 下 不 变性 质 所 构成 的 命 
题 系统 就 是 欧 氏 几何 . 

现在 将 上 面 的 讨论 加 以 推广 . 设 给 出 任意 的 元 素 集合 S 和 它 的 一 个 变换 群 G. 对 于 S 中 
的 两 个 子 集 A 和 B ,如果 在 群 G 中 有 一 个 变换 将 A 变 成 B, 则 称 A 与 B 等 价 .可 以 证 明 这 样 
规定 的 等 价 概念 具有 以 下 性 质 : 

(1) 任何 子 集 A 必 与 本 身 等 价 ; 

(2) 若 子 集 A 与 子 集 B 等 价 , 则 子 集 B 也 与 子 集 A 等 价 ; 

(3) 车 子 集 A 与 子 集 B 等 价 , 子 集 B 与 子 集 C 等 价 , 则 子 集 A 也 与 子 集 C 等 价 . 

由 此 可 见 , 上 面 规定 的 集合 S 上 的 等 价 概念 是 一 个 等 价 关 系 ,因此 它 可 以 决定 集合 S 的 
一 个 分 类 方法 , 即 把 集合 S 分 成 若干 子 集 , 使 得 其 每 一 个 元 素 属于 且 只 属于 一 个 子 集 . 

我 们 可 以 把 集合 S 的 分 类 方法 看 做 集合 S 的 一 种 结构 ,并 把 集合 S 叫做 空间 , 它 的 元 素 
叫做 点 , 它 的 子 集 叫做 图 形 . 于 是 ,关于 这 种 变换 群 G 的 不 变性 质 , 可 作为 同一 等 价 类 里 一 切 
图 形 所 共有 的 几何 性 质 . 因此 ,我 们 可 以 用 变换 群 的 观点 来 研究 相应 的 几何 学 . 我 们 把 这 种 
思想 概括 如 下 : 

设 给 定 一 个 集合 及 此 集合 的 元 素 之 间 的 一 个 变换 群 ,我 们 把 这 集合 称 为 空间 ,其 元 素 称 
为 点 ,其 子 集 称 为 图 形 ;空间 内 图 形 对 于 此 变换 群 的 不 变性 质 的 命题 系统 称 为 这 个 空间 上 的 
几何 学 ,而 空间 的 维 数 称 为 几何 学 的 维 数 , 且 称 此 变换 群 为 几何 学 的 基本 群 有 一 个 变换 群 
就 相应 地 有 一 种 研究 在 这 个 群 作用 之 下 不 变性 质 理 论 的 几何 学 . 

如 果 集 合 S 的 一 个 变换 群 G。 及 其 一 个 子 群 G。 所 对 应 的 几何 学 分 别 以 A,B 表示 , 则 由 
于 GCG, 因 此 对 于 变换 群 C. 不 变 的 性 质 必然 对 Gs 也 不 变 ， 所 以 ,几何 学 A 中 的 一 个 定 
理 一 定 是 几何 学 B 中 的 一 个 定理 ; 反 过 来 ,几何 学 B 中 的 定理 未 必 是 几何 学 A 中 的 定理 . 我 
们 称 几 何 学 B 为 几何 学 A 的 一 个 子 几 何 .显然 子 几何 比 原 几 何 具有 更 丰富 的 内 容 . 
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像 这 样 把 几何 学 与 变换 群 联系 起 来 而 给 予 几何 学 一 种 新 的 统一 定义 的 思想 是 克 莱 因 于 
1872 年 在 德国 艾 尔 兰 根 (Erlangen) 大 学 所 作 题 为 “近世 几何 学 研究 的 比较 评论 ”的 报告 中 首 
先 提出 来 的 ,历史 上 称 为 艾 尔 兰 根 纲领 (Erlangen Programme). 近 百 年 来 数学 的 发 展 史 说 明 
了 克 菜 因 的 观点 在 近代 几何 学 领域 中 起 了 很 大 的 作用 . 概括 地 说 ,自从 这 种 观点 建立 以 后 对 
几何 学 的 发 展 有 两 大 促进 作用 

(1) 它 使 各 种 几何 学 化 为 一 种 统一 的 形式 ,因而 使 对 立 的 事物 得 到 了 某 种 统一 ,同时 又 
明确 了 各 种 几何 学 所 研究 的 对 象 . 

(2) 它 给 出 了 建立 空间 几何 学 的 一 种 方法 ,从 而 使 许多 种 几何 学 陆续 建立 起 来 ,如 代数 
几何 、 保 形 几 何 和 拓扑 学 等 . 此 外 , 欧 氏 微分 几何 (经 典 微分 几何 ) 受 到 克 莱 因 观点 的 影响 , 逐 
步 形成 了 仿 射 微分 几何 、 射 影 微分 几何 以 及 保 形 微分 几何 等 . 

克 莱 因 的 变换 群 观点 在 数学 史上 支配 几何 学 近 半 个 世纪 之 久 ,直到 1917 年 列 维 ，。 齐 维 
塔 (Levi Civita) 首 先 将 欧 氏 空间 的 平行 概念 推广 到 歼 曼 (Riemann) 空 间 上 ,从 而 建立 了 平行 
移动 的 理论 , 才 又 使 得 几何 学 得 到 了 新 的 发 展 . 


二 .三 种 几何 学 的 比较 


下 面 我 们 用 克 莱 因 的 变换 群 观点 讨论 射影 . 仿 射 . 欧 氏 三 种 几何 学 以 及 它们 之 间 的 关系 . 

按照 克 菜 因 的 观点 ,射影 、. 仿 射 . 欧 氏 几何 可 以 分 别 定义 如 下 : 

研究 在 射影 变换 群 卫 下 图 形 的 不 变量 与 不 变性 质 ( 即 射影 不 变量 与 射影 性 质 ? 的 学 科 就 
是 射影 几何 . 射影 几何 主要 研究 图 形 上 的 点 ( 线 ) 的 同 素性 .点 与 直线 的 结合 性 . 共 线 四 点 的 
交 比 以 及 它们 有 关 的 一 些 性 质 . 

研究 在 仿 射 变换 群 下 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 的 学 科 就 是 仿 射 几何 . 仿 射 几何 主要 研 
究 像 平行 性 、 仿 射 比 这 样 的 仿 射 性 质 与 仿 射 不 变量 (我 们 将 在 仿 射 变换 下 保持 不 变 的 非 射 影 的 
性 质 和 量 称 为 仿 射 性 质 和 仿 射 不 变量 ), 当然 它 也 研究 图 形 的 射影 性 质 和 射影 不 变量 . 

研究 在 运动 变换 群 M 下 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 的 学 科 就 是 殉 氏 几何 . 欧 氏 几何 主要 
研究 像 长 度 .角度 面积 .全 等 这 样 的 度量 性 质 和 度量 不 变量 ,当然 它 也 研究 图 形 的 射影 和 仿 
射 的 性 质 和 不 变量 . 

我 们 知道 , 汪 T. MM, 即 射影 变换 群 卫 仿 射 变换 群 了 运动 变换 群 ,但 是 就 它们 所 对 应 
的 几何 学 内 容 ( 研 究 对 象 ) 而 言 , 却 是 射影 几何 的 内 容 最 少 , 欧 氏 几何 的 内 容 最 丰富 . 欧 氏 几 
何 是 仿 射 几何 及 射影 几何 的 子 几 何 ,因此 它 可 以 讨论 仿 射 的 对 象 和 射影 的 对 象 . 仿 射 几何 是 
射影 几何 的 子 几 何 ,因而 它 可 以 讨论 射影 的 对 象 . 反之 却 不 然 ,在 射影 几何 里 不 能 讨论 仿 射 
的 对 象 和 度量 的 对 象 , 而 在 仿 射 几何 里 也 不 能 讨论 度量 的 对 象 . 

一 般 地 说 ,基本 群 越 大 , 则 它 对 应 的 几何 学 的 研究 对 象 就 越 少 . 这 是 因为 一 个 变换 群 所 
包含 的 变换 越 多 , 则 对 于 所 有 这 些 变换 图 形 都 保持 不 变 的 性 质 与 量 就 越 少 ,因而 可 以 研究 的 
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对 象 就 越 少 . 但 是 需 注 意 ,对 于 某 个 群 图 形 的 不 变性 质 和 不 变量 ,要 比 只 对 于 它 的 子 群 图 形 
的 不 变性 质 和 不 变量 要 “坚固 ”得 多 ,因为 它们 要 对 于 更 多 的 变换 显示 出 不 变 来 . 
综 上 所 述 ,我 们 将 射影 几何 、 仿 射 几何 、 欧 氏 几 何 的 主要 区 别 列表 如 下 : 


几何 学 欧 氏 几何 
相应 变换 群 运动 变换 群 


射影 性 质 . 射 影 不 变量 . 仿 射 性 
研究 对 象 质 、 仿 射 不 变量 .度量 性 质 . 度 量 
不 变量 


基本 不 变性 
基本 不 变量 
基本 不 变 图 形 


习 题 4.5 


1. 恒 等 变换 构成 群 ,对 于 它 有 没有 相应 的 几何 学 ? 

2. 为 什么 向 量 的 数量 积 概念 在 仿 射 几何 里 不 存在 ?为 什么 向 量 的 概念 在 射影 几何 里 
不 存在 ? 

3. 向 量 是 有 向 线段 ,这 种 说 法 是 欧 氏 几何 的 定义 还 是 仿 射 几何 的 定义 ? 如 果 属 于 欧 氏 
几何 的 定义 ,那么 仿 射 几何 中 的 定义 应 如 何 下 ? 

4. 下 列 图 形 各 是 哪 种 几何 学 (最 大 的 ) 的 讨论 对 象 : 

(1) 梯形 ; (2) 三 点 形 的 重心 . 垂 心 和 内 心 ; (3) 调和 点 列 ( 线 束 ); 

(4) 两 个 透视 三 点 形 ; (5) Pascal 线 . 

5. 下 列 几何 量 各 是 哪 种 几何 学 (最 大 的 ) 的 讨论 对 象 : 


(1) 点 到 直线 的 距离 ; (2) 交 比 ; (3) 离心 率 ; 

(4) 线段 之 比 ; (5) 圆 的 面积 , 

6. 下 列 几何 性 质 各 是 哪 种 几何 学 (最 大 的 ) 的 讨论 对 象 : 

(1) 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 ; (2) 半圆 含 直角 ， (3) 线 共 点 .点 共 线 ; 


《4) 三 点 形 的 中 位 线 平 行 于 底 边 ; (5) 两 条 直线 相 较 于 一 点 . 


习 题 四 


1. 证 明 : 车 两 三 点 形 的 对 应 边 平行 , 则 对 应 顶点 的 连 线 共 点 或 平行 . 
2. 证 明 : 平行 四 边 形 两 对 角 线 的 交点 是 两 对 角 线 的 仿 射 中 心 . 
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3. 证 明 : 梯形 的 中 位 线 平 行 于 底 边 . 
4. 证 明 : 仿 射 直线 上 点 a,b 调和 分 隔 点 cd 的 充分 必要 条 件 是 
Alc,a,b) + A(d,a,b) 一 0， 
5. 证 明 : 如 果 双 曲线 的 弦 aX5。 交 两 条 渐 近 线 于 点 p,q,; 则 A(p,g,6) 一 Al(g,p,a). 
6. 证 明 : 仿 射 变换 保持 向 量 的 线性 运算 , 即 若 在 仿 射 变换 a 下 向 量 避 ,5, 世 分 别 变 成 直 , 六 ， 
芭 , 则 当 友 十 m5 十 n@= 二 0 时 ,及 ' 十 mv 十 n 世 ' 一 0, 其 中 4,m,n 为 不 全 为 零 的 实 常数 . 
7. 证 明 ; 如 果 双 曲线 的 一 条 切线 交 两 条 渐 近 线 于 点 a,a , 则 分 别 过 点 a,a 的 两 条 平行 
线 必 定 是 一 对 共 恩 直线 ， 
8. 设 pXp 是 二 次 曲线 C 的 直径 , q 是 二 次 曲线 C 上 蜡 于 p,p 两 点 的 任 一 点 , 点 处 
的 切线 与 点 9 处 的 切线 交 于 点 7, 且 直线 p Xgq 交 直 线 Xr 于 点 xz, 求 证: |pr|==|rz|. 
9. 证 明 : 二 次 曲线 az: 十 2aszy 十 azzy2: 十 2a3sz 十 2az y 十 aas 一 0 的 中 心 是 如 下 方程 组 的 解 : 
az 十 ay 十 ais 一 0， 
al 十 azzy 十 aza 一 0. 
10. 已 知 二 次 曲线 方程 如 上 题 , 若 它 有 中 心 且 为 原点 (0,0) ,其 方程 可 以 简化 成 什么 形 
式 ? 此 时 二 次 曲线 若 为 双 曲 线 ,证明 : 其 渐 近 线 方程 为 aa 天 十 2aazzy 十 az 太一 0. 
11. 证 明 : 双 曲 线 上 任意 点 处 的 切线 与 两 条 渐 近 线 所 围 成 的 三 点 形 的 面积 为 常量 . 
12. 证 明 : 在 仿 射 坐标 系 下 ,方程 


(az 十 py 十 ?六 十 2(pz 十 qy 十 5) 一 0， 


a 8 0 
pg 
表示 一 条 抛物 线 . 说 明 azr 十 By 十 7 二 0 与 pz 十 gy 十 二 0 的 几何 意义 . 

13. 证 明 : 直线 a1zx 十 azy 十 as 二 0 是 迷 向 直线 的 充分 必要 条 件 是 ai 十 ai 二 0. 

14. 设 平面 上 圆 的 方程 为 (x 一 a 十 (y 一 5) 二 ,证 明 ; 运动 变换 把 平面 上 的 圆 变 成 
圆 , 因 而 圆 是 欧 氏 几何 研究 的 图 形 . 

15. 车 用 d(a,5b) 表 示 从 点 a 到 点 5 的 有 向 距离 , 则 d(a,6) 二 一 d4(65,a). 证 明 : 

d(a,c) dlc,a) » d(d,b) 


Ala,b,c) 一 三 ， Rla,b;cd) 三 一 一 一 一 一 一 一 . 
dl(a,b) dlc,b) 村 dld,a) 


16. 利用 拉 格 儿 公 式 求 两 直线 xz 十 y 十 1 二 0 与 x 一 y 一 1 二 0 的 夹 角 . 

17. 证 明 : 若 两 条 ( 非 无 穷 远 ) 直 线 的 夹 角 是 不 定 的 , 则 其 中 至 少 有 一 条 是 迷 向 直线 . 

18. 证 明 ; 有 心 二 次 曲线 准 线 ( 或 主轴 ?上 的 无 穷 远 点 被 两 个 圆 点 调和 分 隔 . 

19. 证 明 : 车 常态 的 二 次 曲线 上 一 点 A 处 的 切线 交 一 条 准 线 1 于 点 B, 准 线 /对 应 的 焦 
点 为 F, 则 人 人 AFB 是 直角 . 

20. 讨论 向 量 的 哪些 概念 在 欧 氏 几何 中 适用 ? 哪些 概念 在 仿 射 几何 中 适用 ? 


第 五 章 


”平面 射影 几何 基础 
与 非 欧 几何 概要 


本 章 分 两 部 分 : 一 部 分 内 容 首先 介绍 公理 法 思想 的 大 意 , 然 
后 给 出 平面 实 射影 几何 的 公理 体系 ; 另 一 部 分 内 容 是 按照 克 菜 因 
的 变换 群 观点 引进 非 欧 几 何 的 射影 形式 ,从 而 将 非 欧 几何 妇 纳 入 
射影 几何 的 范畴 ,使 得 在 带 辑 上 互相 矛盾 的 体系 一 一 欧 氏 几何 与 
非 欧 几何 在 射影 的 观点 下 得 到 了 统一 . 


8$5.1 公理 法 简介 - 


一 、 公理 法 的 建立 与 非 欧 几何 的 诞生 


公理 法 的 建立 是 数学 史上 的 伟大 创举 ,主要 是 通过 对 初等 几何 的 研 
究 而 产生 的 . 在 远古 时 代 , 由 于 测量 土地 等 生产 实践 ,人 们 积累 了 大 量 的 
几何 知识 (“几何 ”一 词 就 是 由 希腊 语 “ 土 地 测量 ”音译 过 来 的 ). 起 初 这 些 
知识 都 是 零散 的 , 当 由 经 验 积 累 起 来 的 几何 知识 相当 丰富 时 ,把 它们 收 
集 、 整 理 进而 阐明 它们 的 相互 关系 就 成 为 必要 的 了 .于 是 ,在 积累 新 的 几 
何 知识 的 同时 ,需要 把 大 量 的 .零星 片断 的 .和 赁 经 验 归 纳 得 来 的 许多 单个 
法 则 整理 成 为 由 一 些 几 何 原 理 推导 出 另 一 些 几何 原理 的 逻辑 系统 . 这 样 
经 过 了 无 数 代 人 的 工作 逐步 形成 了 几何 原理 及 其 证 明 的 概念 . 这 种 思想 
可 概括 如 下 : 

几何 学 的 研究 对 象 大 略 可 以 分 为 两 类 : 其 一 是 元 素 ,其 二 是 元 素 之 
间 的 关系 . 这 些 都 构成 概念 ,每 个 概念 本 来 都 应 该 给 予定 义 . 定义 就 是 指 
出 概念 的 基本 性 质 ,而 对 于 概念 的 基本 性 质 的 描述 不 可 避免 地 要 用 到 别 
的 概念 ,而 且 这 些 概 念 都 应 该 是 明确 的 , 即 应 该 是 已 经 定义 过 的 . 换 句 话 
说 ,我 们 必须 用 已 经 定义 过 的 概念 定义 新 的 概念 . 这 样 一 来 ,势必 有 些 概 
念 不 可 能 找到 已 定义 过 的 概念 来 给 它 下 定义 . 因此 ,任何 一 个 几何 体系 都 
必须 有 若干 个 没有 定义 的 概念 , 称 之 为 基本 概念 . 
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对 于 几何 命题 ( 即 一 个 几何 论断 ) ,我 们 要 求 每 一 个 命题 都 要 根据 逻辑 的 方法 给 予 严格 
的 证 明 . 当然 ,每 个 证 明 都 必须 以 已 经 证 明 过 的 命题 为 依据 . 这 样 推 下 去 ,势必 有 若干 个 命题 
是 不 可 能 得 到 逻辑 的 证 明 的 .因此 ,任何 一 个 几何 体系 都 必须 有 若干 个 不 加 证 明 的 命题 , 称 
之 为 公理 . 公理 规定 了 基本 概念 的 基本 性 质 . 

若干 基本 概念 (包括 元 素 和 关系 ) 及 若 于 个 公理 构成 的 一 个 体系 称 为 公理 体系 . 它 构成 
了 一 种 几何 的 基础 ,全 部 元 素 的 集合 构成 了 这 种 几何 的 空间 . 在 这 个 公理 体系 的 基础 上 除了 
基本 概念 和 公理 之 外 ,其 他 的 概念 都 必须 给 出 定义 ,其 他 的 命题 都 必须 给 出 逻辑 的 证 明 . 这 
种 研究 几何 的 方法 就 是 所 谓 的 公理 法 . 

公理 法 的 先驱 是 公元 前 3 世纪 希腊 著名 数学 家 欧 几 里 得 (Euclid) ,他 的 杰出 著作 《几何 
原本 》 是 第 一 部 试图 用 公理 法 研究 几何 的 教 本 . 这 部 名 著 流传 了 近 两 千年 之 久 ,至今 的 中 学 
初等 几何 课本 的 叙述 方式 仍然 与 《几何 原本 》 实 质 上 没有 多 大 差别 . 遗憾 的 是 ,由 于 历史 的 局 
限 性 《几何 原本 》 并 没有 真正 做 到 用 公理 法 整理 几何 知识 的 目的 . 因为 其 中 的 公理 太 少 ,只 
用 这 些 公理 作为 几何 学 的 公理 体系 是 不 完备 的 . 例如 ,在 4 几何 原本 》 中 有 四 个 命题 的 证 明 中 
提 到 了 运动 ,但 是 它 的 公理 中 并 没有 这 个 内 容 . 另外 ,在 《几何 原本 》 中 并 没有 规定 基本 概念 ， 
很 多 定义 只 是 几何 形象 的 直观 描述 . 例如 ,其 中 有 这 样 的 定义 :“ 线 有 长 度 没有 宽度 ”, 它 完 
全 不 是 逻辑 意义 下 的 定义 ,而 且 书 中 还 暗暗 地 使 用 了 像 * 介 于 ”“ 连 续 ” 等 没有 定义 的 概念 . 

那么 ,怎样 补充 :修改 《几何 原本 》 中 的 定义 .公理 才能 使 它 成 为 逻辑 上 完美 无 缺 的 呢 ? 也 
就 是 说 ,初等 几何 的 公理 体系 到 底 应 该 是 什么 样子 的 呢 ? 历史 上 ,很 多 数学 家 为 此 而 奋斗 , 直 
到 1899 年 ,德国 数学 家 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 才 第 一 个 成 功 地 建立 了 完美 无 缺 的 欧 氏 几何 公理 
体系 ( 见 希 尔 伯 特 《几何 学 基础 》). 关于 这 个 问题 的 研究 已 经 形成 了 数学 上 一 个 独立 分 支 
几何 基础 学 ,有 兴趣 的 同学 可 阅读 这 方面 的 书籍 . 在 这 里 我 们 只 想 提 一 下 历史 上 对 欧 几 里 得 
《几何 原本 》 中 第 五 公设 的 研究 问题 ,因为 它 与 非 欧 几何 的 建立 有 直接 关系 . 

所 谓 欧 几 里 得 第 五 公设 (几何 原本 》 中 把 不 加 证 明 而 直接 采用 的 命题 分 为 公理 和 公设 ， 
用 现代 观点 看 它们 实质 是 一 样 的 ), 它 的 等 价 命题 就 是 我 们 所 熟悉 的 平行 公理 :“ 平 面 上 ,过 
直线 外 一 点 有 且 仅 有 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ”. 由 于 欧 几 里 得 第 五 公设 不 像 《 几 何 原本 》 中 
其 他 公设 那么 显然 ,而 且 欧 几 里 得 似乎 也 怀疑 它 是 否 是 一 条 公设 ,因此 直到 很 晚 才 在 不 得 已 
的 时 候 用 到 第 五 公设 (第 29 个 定理 的 证 明 才 用 到 第 五 公设 ). 正 因 为 如 此 ,许多 人 都 试图 用 
其 他 公设 .公理 证 明 第 五 公设 . 这 个 工作 持续 了 两 千 多 年 ,有 些 数学 家 甚至 耗费 了 毕生 的 精 
力 ,不 幸 的 是 他 们 都 以 失败 而 告终 . 直到 19 世纪 初 ,这 个 问题 才 得 到 最 终 解决 . 这 一 成 就 应 
该 归功 于 罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobachevsky) .高 斯 (Gauss) 和 鲍 耶 (Bolyai) ,他 们 不 是 证 明了 第 五 
公设 ,而 是 采取 了 与 前 人 不 同 的 途径 ,从 侧面 证 明了 第 五 公设 不 可 能 由 《几何 原本 》 中 的 其 他 
公理 .公设 来 证 明 , 即 第 五 公设 是 独立 的 ,从 而 肯定 了 欧 几 里 得 的 这 一 工作 ,结束 了 两 千 多 年 
的 研究 . 罗 巴 切 夫 斯 基 等 人 工作 的 意义 不 仅 如 此 ,更 重要 的 是 由 于 他 们 的 研究 导致 了 非 欧 几 
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何 的 出 现 . 他 们 把 欧 几 里 得 第 五 公设 用 一 个 与 之 矛盾 的 命题 “平面 上 ,过 直线 外 一 点 至 少 可 
以 作 两 条 直线 与 已 知 直 线 平行 "(罗氏 平行 公理 ) 取 代 之 ,结果 像 欧 氏 几 何 一 样 没 有 矛盾 ,从 
而 建立 了 一 种 新 的 几何 学 , 称 为 罗氏 几何 .后 来 , 黎 曼 受 罗 巴 切 夫 等 人 的 影响 ,大 胆 地 把 第 
五 公设 换 成 “平面 上 ,过 直线 外 一 点 不 存在 与 已 知 直线 平行 的 直线 ”, 结 果 也 可 无 矛盾 地 推 下 
去 ,从 而 建立 了 黎 曼 几何 . 罗氏 几何 与 黎 曼 几何 合 称 为 非 欧 氏 几何 ( 详 见 8》5. 3). 

非 欧 几 何 的 出 现 是 几何 学 上 一 场 巨大 革命 ,彻底 打破 了 传统 上 认为 只 存在 唯一 几何 学 
的 陈旧 观念 ,为 几何 学 的 进一步 发 展开 辟 了 道路 . 

公理 法 的 思想 今天 已 成 为 现代 数学 的 一 个 极其 重要 的 、 必 不 可 少 的 思想 ,许多 数学 分 
支 , 像 代数 拓扑、 集合 论 .概率 论 等 都 以 公理 法 作为 基础 . 在 近世 代数 中 ,各 种 代数 体系 都 采 
用 公理 法 . 例如 , 群 就 是 一 个 代数 体系 , 它 的 基本 概念 就 是 元 和 一 种 叫做 乘法 的 运算 ,规定 的 
四 个 条 件 就 是 群 的 公理 . 公理 法 的 建立 使 得 每 种 数学 体系 都 有 一 个 稳固 的 数学 基础 ,在 这 个 
基础 上 可 以 完全 按照 逻辑 的 方法 发 展 成 严格 的 理论 . 例如 ,几何 学 就 可 以 完全 脱离 直观 图 
形 ,依据 公理 体系 ,用 人 逻辑 的 方法 推出 几何 学 的 全 部 内 容 ( 不 过 尽管 现代 已 经 建立 了 各 式 各 
样 的 几何 体系 ,而 直观 性 依然 是 几何 学 的 共同 特点 ). 

最 后 应 该 提醒 注意 的 是 ,任何 一 个 科学 的 理论 都 是 建立 在 实践 的 基础 上 的 ,公理 法 当然 
也 不 是 “空中 楼 阁 ”, 所 谓 不 加 证 明 而 接受 的 几何 公理 ,只 不 过 是 经 历 人 们 世 雇 代 代 无 数 次 的 
检验 是 千 真 万 确 的 罢了 ,并 不 是 数学 家 们 的 凭空 捏造 . 一 句 话 ,数学 来 源 于 现实 世界 ,而 其 正 
确 性 又 要 依赖 于 实践 的 检验 . 


二 、 公理 体系 的 三 个 基本 问题 


希 尔 伯 特 不 仅 提出 了 到 至 今 为 止 关 于 欧 氏 几何 的 一 组 最 令 人 满意 的 公理 系统 ,还 阐明 
了 公理 体系 的 三 个 基本 问题 , 即 公 理 体系 的 相 容 性 .独立 性 和 完备 性 . 下 面 分 别 介绍 如 下 : 


1. 公理 体系 的 相 容 性 

定义 1.1 如 果 一 个 公理 体系 中 的 全 部 公理 连同 它们 的 所 有 推论 ,不 含有 相互 矛盾 的 命 
题 , 则 称 这 个 公理 体系 是 相 容 的 (或 无 矛盾 的 .和谐 的 ). 

相 容 性 是 一 组 公理 能 否 构 成 公理 体系 的 必要 条 件 . 道理 很 明显 ,如 果 一 组 公理 及 其 推论 
中 存在 相互 矛盾 的 命题 ,首先 在 逻辑 上 就 是 错误 的 ,更 谈 不 上 在 现实 世界 的 应 用 了 . 因此 ,不 
满足 相 容 性 的 任何 一 组 公理 都 不 能 构成 公理 体系 . 换 句 话说 ,任何 一 个 公理 体系 都 必须 证 明 
它 是 相 容 的 . 

公理 体系 相 容 性 的 证 明 , 靠 演绎 推理 的 方法 显然 是 不 行 的 ,因为 无 论 推出 多 少 个 定理 没 
有 发 现 矛 盾 ,也 不 能 保证 继续 推 下 去 永远 不 会 发 生 矛 盾 . 证 明 公理 体系 的 相 容 性 常用 造 模 型 
的 方法 . 这 种 方法 的 基本 思想 是 把 一 种 已 经 存在 的 实物 (可 以 取 自 现实 世界 ,也 可 以 取 自 己 
经 证 明 是 相 容 的 理论 之 中 ) 作 为 公理 体系 的 对 象 ,把 公理 体系 的 对 象 之 间 的 关系 解释 为 这 些 
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实物 之 间 的 一 些 具 体 关 系 , 于 是 抽象 的 公理 体系 就 由 这 些 实物 和 实物 之 间 的 具体 关系 得 到 
了 一 个 实现 ,这 个 实现 称 为 公理 体系 的 解释 或 模型 . 由 于 取 自 现实 世界 或 已 经 证 明 是 相 容 的 
理论 中 的 事物 之 间 是 无 矛盾 的 ,因此 ,一 个 公理 体系 只 要 能 造 出 这 样 的 一 个 模型 ,那么 它 就 
一 定 是 相 容 的 ,否则 就 是 不 相 容 的 . 当然 ,公理 体系 的 相 容 性 归根 到 底 还 要 依赖 于 现实 世界 . 


2. 公理 体系 的 独立 性 

定义 1.2 设 公理 体系 卫 包 含 n 条 公理 Ai(i 二 1,2,…,n), 记 做 3= {Al,As,…,A,}. 如 
果 三 中 的 某 一 公理 AI1 委 上 魏 72) 不 能 由 其 余 的 "一 1 条 公理 推出 , 则 称 A 在 5 中 是 独立 的 . 
若 瑟 中 每 条 公理 都 是 独立 的 , 则 称 王 是 独立 的 . 

由 这 个 定义 可 以 看 出 ,所 谓 公 理 体系 的 独立 性 ,就 是 要 求 公理 体系 中 的 每 一 条 公理 都 是 
必要 的 . 在 这 种 情况 下 ,这 个 公理 体系 就 不 能 减少 其 中 的 某 一 条 公理 ,使 余下 的 公理 还 能 与 
原来 的 公理 体系 有 同样 多 的 推论 . 所 以 独立 性 的 问题 ,也 就 是 在 保留 同样 多 的 推论 的 前 提 
下 ,公理 体系 所 包含 公理 的 最 少 个 数 问题 . 严格 来 说 ,每 一 个 公理 体系 都 应 该 包含 最 少 公 理 ， 
但 是 有 的 公理 体系 有 意 放弃 了 这 个 要 求 ,以 使 公理 体系 更 为 简单 明确 . 因此 ,通常 独立 性 并 
不 作为 公理 体系 的 必要 要 求 . 

如 何 证 明 公理 A 在 中 是 独立 的 呢 ? 罗氏 几何 的 建立 给 我 们 提供 了 证 明 公 理 独立 
性 的 一 个 有 效 方法 . 首先 ,3 当然 应 该 已 经 证 明 是 相 容 的 体系 ,如 果 我 们 能 构造 一 个 模型 
M, 使 得 在 这 个 模型 中 Ai, Az, AAA 都 成 立 ， 唯 独 A 不 成 立 ， 那么 由 
(AAA AAA } 一 定 不 能 推出 At 否则 的 话 , 王 中 将 存在 两 个 互相 矛盾 的 命 
题 A, 与 A (A 表示 A 的 相反 命题 ), 与 是 相 容 的 矛盾 . 因此 ,我 只 要 能 造 出 一 个 上 面 那 
样 的 模型 M, 则 A 在 3 中 就 一 定 是 独立 的 . 换 句 话说 ,我 们 只 要 能 证 明 体 系 

5 = (AAA As ,AH 
是 相 容 的 ,那么 A 在 3 中 一 定 是 独立 的 . 因此 ,如 果 公 理 体 系 中 互 含 有 ?2 条 公理 ,要 证 明 
的 独立 性 ,就 需要 做 出 = 个 模型 . 

对 于 较 复杂 的 体系 ,通常 可 以 讨论 顺序 独立 性 问题 , 即 讨 论 某 个 公理 对 于 排列 在 它 前 面 
的 全 部 公理 的 独立 性 ,而 不 讨论 对 于 排 在 它 后 面 的 其 余 公理 的 独立 性 . 有 时 也 可 以 只 讨论 某 
公理 对 于 某 几 条 公理 是 否 独立 的 问题 . 


3. 公理 体系 的 完备 性 

所 谓 一 个 公理 体系 是 完备 的 体系 ,是 指 中 所 含 的 公理 和 基本 概念 足以 使 得 它 所 刻 
画 的 空间 中 的 每 一 个 定理 都 可 由 公理 体系 逻辑 地 推出 ,而 不 需要 借助 直观 或 其 他 默契 ,或 者 
说 ,三 作为 它 所 刻画 的 空间 的 基本 根据 是 足够 的 . 但 是 ,一 个 空间 可 能 的 定理 个 数 是 无 数 的 ， 
因此 在 考虑 完备 性 的 定义 时 ,必须 只 涉及 三 本 身 而 与 其 讨论 的 定理 个 数 无 关 才 行 .于 是 ,我 
们 这 样 来 考虑 完备 性 定义 ,如 果 三 所 刻画 的 空间 是 唯一 的 ( 即 没 有 不 同 的 空间 能 适合 同一 体 
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系 2) ,我 们 就 认为 三 是 完备 的 . 

但 是 ,一 个 公理 体系 也 总 可 以 有 许多 具体 模型 ,那么 怎样 理解 三 刻画 的 空间 的 唯一 性 
呢 ? 我 们 只 要 求 这 些 模 型 抽象 地 看 逻辑 结构 相同 ( 即 同 构 ) 就 行 了 . 为 此 ,我 们 引入 如 下 
定义 ， | 

定义 1.3 如 果 对 某 一 公理 体系 的 两 个 模型 M 与 M 之 间 建 立 了 对 象 与 对 象 之 间 的 
一 一 对 应 ,并 且 使 得 对 象 之 间 恒 有 同样 的 关系 ,那么 M 和 M“ 称 为 瑟 的 同 构 模 型 . 

定义 1.4 如 果 一 个 公理 体系 > 的 所 有 模型 都 是 互相 同 构 的 , 则 称 为 完备 的 公理 
体系 . 

这 个 定义 给 出 了 证 明 公理 体系 三 完备 性 的 一 般 方法 , 即 首 先 做 出 的 一 个 特定 的 模型 
Mo ,再 作 一 个 一 般 性 的 模型 M, 若 能 证 明 M 与 Mo 同 构 , 则 的 任 两 个 模型 必然 是 同 构 的 ， 
从 而 证 明了 三 的 完备 性 . 

完备 性 也 不 是 每 一 个 公理 体系 都 必须 要 求 的 . 数学 中 有 许多 重要 的 公理 体系 (如 群 的 公 
理 体 系 ) , 正 因为 不 具备 完备 性 才 有 各 种 不 同 构 的 模型 ,从 而 有 着 广泛 的 应 用 ， 

上 面 我 们 简单 地 介绍 了 关于 公理 体系 的 三 个 基本 问题 . 对 于 一 个 公理 体系 ,要 求 必须 是 
相 容 的 ,最 好 是 独立 的 (但 不 必须 ) ,完备 性 则 根据 需要 而 定 . 


习 题 5.1 


1. 简要 地 谈 一 谈 公理 法 产生 和 非 欧 几 建立 的 过 程 . 
2. 证 明 : 群 的 公理 体系 是 相 容 的 ,但 不 是 完备 的 . 


5.2 平面 实 射影 几何 的 公理 体系 


19 世纪 末 ,Fano 和 Pleri 首先 提出 了 射影 几何 的 第 一 个 公理 体系 ,其 后 有 许多 数学 
《Pasch,Enriques 和 Veblen 等 ) 先 后 又 建立 了 其 他 不 同形 式 的 射影 几何 公理 体系 (当然 它们 
是 等 价 的 ). 在 这 里 ,我们 给 出 平面 实 射影 几何 的 一 个 公理 体系 .有 了 这 个 公理 体系 ,我 们 可 
以 逻辑 地 推出 平面 实 射 影 几 何 的 全 部 内 容 ( 参 看 叶 菲 莫 夫 的 《高 等 几何 学 (下 册 )》, 砂 光 明 
译 ). 

一 、 平面 实 射影 几何 的 公理 体系 


基本 概念 

(1) 基本 对 象 : 点 直线; 

(2) 基本 关系 : 点 与 直线 的 结合 关系 以 及 直线 上 四 相 异 点 的 分 隔 关系 (顺序 关系 ). 
公理 : 分 三 组 , 共 12 条 ,具体 如 下 : 
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第 I 组 ”结合 公理 (5 条 ): 

公理 I， 存在 一 点 和 一 直线 不 相 结合 ; 

公理 [ 每 一 直线 至 少 与 三 个 相 异 点 相 结合 ; 

公理 I，。 任意 两 相 异 点 必 有 且 只 有 一 条 直线 与 它们 相 结合 ; 

公理 [。 任意 两 相 异 直线 必 有 一 点 与 它们 相 结合 ; 

公理 I。 若 两 三 点 形 的 对 应 顶点 连 线 共 点 , 则 其 对 应 边 的 交点 共 线 . 

前 两 条 公理 TI, 和 I; 是 存在 性 公理 . 公理 了 指出 平面 上 至 少 有 一 条 直线 和 直线 外 一 点 ， 

即 全 部 点 不 会 落 在 一 条 直线 上 . 因此 公理 工 规定 了 空间 至 少 是 二 维 的 (由 于 这 一 性 质 ,公理 
了 也 称 “ 开 门 公理 ”). 公理 工 指出 任 一 直线 上 至 少 有 三 个 点 . 至 于 直线 上 究竟 有 多 少 个 点 ， 
平面 上 有 多 少 个 点 ,多 少 条 直线 ,还 要 根据 后 面 的 公理 加 以 探索 推 证 . 实际 上 ,根据 第 工 组 公 
理 还 不 能 证 明 任意 直线 上 一 定 有 四 个 相 异 的 点 ,也 不 能 证 明 平面 上 一 定 有 八 个 相 异 的 点 和 
八条 相 异 直线 (见习 题 5.2 第 1 题 ). 公理 I 的 唯一 性 可 根据 公理 I, 用 反 证 法 直接 推出 . 公 
理 I 说 明了 不 存在 不 相交 直线 ,因此 公理 L 规定 了 空间 至 多 是 二 维 的 (由 于 这 个 性 质 , 公 理 
I 也 称 为 “关门 公理 ”). 而 公理 工 规定 空间 至 少 是 二 维 的 ,因此 公理 I, 和 公理 了 规定 了 空 
间 恰 好 是 二 维 的 (平面 ). 公 理 I; 就 是 第 一 章 中 的 Desargues 透视 定理 . 可 以 证 明 Desargues 
透视 定理 对 于 公理 工 一 公理 工 透视 是 独立 的 , 即 可 以 构造 一 模型 ,在 这 个 模型 中 公理 T, ~ 
公理 工 透 视 都 成 立 ,但 Desargues 透视 定理 不 成 立 ( 参 见 钟 集 的 《高 等 几何 )). 而 Desargues 
透视 定理 谈 的 正 是 点 和 直线 的 结合 关系 ,因此 Desargues 透视 定理 应 该 作为 公理 列 在 第 I 
组 公理 中 . 

作为 第 I 组 公理 的 推论 ,我 们 来 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 2.1 每 一 点 至 少 与 三 条 相 异 直线 相 结 合 . 

证 明 如 图 5-1 所 示 , 依 据 公 理工 ,存在 点 zz 与 直线 & 不 相 结 合 ; 依 据 公 理 [: ,存在 三 相 
异 点 w,v,wE ;依据 公理 TI; ,存在 直线 a,B,Y, 使 得 

a=uXzx, p=vXr, ywXxXz. 

三 直线 ,8,7 必 相 异 . 否则 ,不 妨 设 wc 一 68, 则 两 相 异 直线 a,& 
相交 于 两 相 异 点 wx,w, 与 公理 [ 矛盾 . 故 三 直线 a,B,Y 必 相 异 , 且 
都 与 点 x 相 结 合 . 

2 ¢ 注 在 我 们 的 证 明 中 除了 依据 公理 之 外 ,没有 借助 于 任何 其 

有 .7Y ”他 东西 (特别 地 ,没有 借助 图 5-1 的 直观 ), 即 定理 2. 1 纯粹 是 第 I 
和 ，， 组 公理 的 逻辑 推论 . 在 用 公理 法 研究 几何 时 ,这 是 必须 严格 遵守 
的 规则 ,否则 就 与 公理 法 的 思想 相 违 背 了 . 

定理 2. 1 恰好 就 是 公理 [的 对 偶 命题 . 实际 上 ,第 工 组 公理 的 对 偶 命 题 都 成 立 . 公理 工 

逆 命 题 , 容 易 由 公理 I; 证 出 ,其 证 法 就 是 $1.3 中 定理 3. 2(Desargue 透视 逆 定 理 ) 的 证 法 
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(注意 : 那里 的 证 法 只 用 了 第 工 组 公理 ), 因 此 I; 的 对 偶 命 题 也 成 立 . 我 们 还 可 以 进一步 证 明 
平面 实 射影 几何 公理 体系 中 其 他 两 组 ( 见 下 文 ) 的 对 偶 命 题 也 成 立 . 这 样 , 作 为 由 此 公理 体系 
推演 出 来 的 平面 实 射影 几何 中 的 所 有 定理 的 对 偶 命 题 也 都 应 该 成 立 . 这 就 从 公理 法 的 角度 
证 明了 平面 对 偶 原 理 在 平面 射影 几何 中 是 正确 的 . 

第 了 [组 ”顺序 公理 (6 条 ): 

公理 下 ”存在 一 直线 与 四 个 相 异 点 相 结合 

公理 正 ” 若 zy 一 zx, 则 z,y，,z'x 四 点 共 线 且 相 异 . 

公理 严 ”车 zy 二 zx, 则 zy 一 xz. 

公理 由 若 四 点 x,y,z,u 与 一 直线 相 结合 , 且 彼 此 互 异 , 则 zy 二 zuyyz 一 TuyzZ 二 3yU 
三 种 关系 中 至 少 有 一 种 成 立 . 

公理 有 ” 若 zy 一 zu, 且 zz 二 yw， 则 zy 二 xm。 

公理 了 I。 分隔 关系 在 中 心 投影 下 不 变 , 即 若 zy 一 zx，, 且 点 zyyz'2& 经 过 某 个 中 心 投影 
分 别 得 像 点 zy ,z ,wu , 则 必 有 zy 一 zu 

注 公理 正规 定 直 线 上 必 有 四 个 相 异 点 ,这 是 因为 由 第 工 组 公理 还 证 不 出 直线 上 一 定 
有 四 个 相 异 的 点 ,而 第 工 组 公理 要 用 到 直线 上 四 相 异 的 点 . 

作为 第 了 组 公理 推论 的 例子 ,我 们 证 明 下 面 两 个 定理 : 

定理 2.2 若 zy 二 zu, 则 必 有 zx 一 工 y。 

证 明 如 图 5-2 所 示 , 因 为 zy 一 zu, 所 以 zy，zya 四 点 
共 线 于 某 直线 & 且 相 异 ( 由 公理 JL), 设 直线 & 外 存在 一 点 v s 1 
(由 公理 二) , 则 上 点， 与 点 zy*z'& 相 异 , 上 且 点 z,v 确定 一 条 
直线 xzXwv (由 公理 JI;). 在 直线 zXv 上 取 与 点 z,v 相 异 的 点 
w( 由 公理 1;), 则 ww & (否则 wvE ,矛盾 ), 从 而 存在 直线 * ”了 ”了 ”* 
XXw,uXw,vXx,vXy (由 公理 I;), 并 且 这 四 条 直线 一 定 图 5-2 
互 异 (读者 自己 证 明 ). 由 公理 工 可 令 

t= (TXw) XvXy), s= (uuXw)X(vXr), r= (uxXw) xX (wvXy), 
作 中 心 投影 : 
TO 关 辫 ; 下 下 闻 二 (过 9 
则 由 公理 下 有 
TY 一 ZL 一 > sr wu 一 > UVr 1 一 > zu ry. 
下 面 证 明 公理 T 中 三 种 关系 的 唯一 性 . 
定理 2.3 ”对 于 共 线 四 相 异 点 z,y,z,u, 以 下 三 种 关系 最 多 只 有 一 种 成 立 . 
TY 一 ZU yz 一 TU ZT yu, 

证 明 假设 有 两 种 关系 成 立 , 如 zy 一 zx 和 yz 二 za 同时 成 立 , 则 由 定理 2.2 有 zx 一 zy， 

由 公理 下 有 zx 二 yz, 又 由 定理 2.2 有 yz 二 za 再 由 公理 [可 从 yz 二 zu 和 yz 二 zu 得 出 
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yz 一 aa, 与 公理 邮 矛 盾 . 因此 这 两 种 关系 不 能 同时 成 立 . 同 理 可 证 ,其 他 的 任 两 种 关系 也 不 
能 同时 成 立 . 所 以 三 种 关系 最 多 只 有 一 种 成 立 . 
由 公理 下 和 定理 2. 3 知 ,以 上 三 种 关系 有 且 仅 有 一 种 成 立 . 事实 上 ,由 定理 2. 2 和 公理 
J 可知, 对 于 互相 分 隔 的 两 对 点 ,以 下 八 种 写法 是 等 价 的 : 
TY 一 ZU TYTUuz, yy 一 12Z， YXTZu, 
ZU 一 yy， UTrIy, ur yr, Zu yr. 
第 焉 组 ”连续 公理 (1 条 ): 
公理 下 设 z,y,w 为 任 一 直线 & 上 的 三 个 相 异 的 点 ,把 满足 zy 二 zzbp 的 所 有 点 p 连同 
点 工 ,y 构成 的 集合 记 做 S. 把 S 的 所 有 点 分 成 两 类 :I 工 生 ,使 得 x€ 工 ,yE 工 , 且 对 于 一 切 


5 的 zxE 工 (xzXz) 以 及 一 切 的 vEE(CoXy) 都 有 zo 二 yu 

i (图 5-3) ,那么 必 存 在 点 =*E S, 且 使 得 对 于 一 切 异 于 点 = 的 
wp 2 Vy ° 点 zxETI,nEI, 都 有 zy 一 xzvyyz 二 xu. 

图 5-3 注 公理 焉 实际 上 是 戴 德 金 (Dedekind) 连 续 公 理 的 射 


影 形式 ,S 是 线段 zy (不 含 外 的 一 段 ) 的 所 有 内 点 和 端点 
组 成 的 集合 , I 和 荆 就 是 S 的 一 个 戴 德 金 分 割 ,点 z 就 是 分 割 的 分 界 点 . 


二 . 平面 实 射影 几何 公理 体系 的 相 容 性 


下 面 我 们 来 证 明 上 面 所 给 出 的 平面 实 射影 几何 的 公理 体系 是 相 容 的 , 即 从 已 知 是 相 容 
的 体系 中 构造 一 个 模型 ,使 平面 实 射影 几何 公理 体系 中 的 三 组 公理 都 能 在 这 个 模型 上 得 到 
实现 . 我 们 构造 一 个 实数 模型 ,这 个 模型 实质 上 就 是 $1.2 中 用 非 零 有 序 三 实数 组 的 集合 解 
释 ( 定 义 ) 射 影 平 面 的 方法 . 

在 实数 集合 中 我 们 构造 一 个 实数 模型 如 下 : 

对 基本 概念 作 如 下 解释 : 

点 : 不 全 为 零 的 有 序 三 实数 组 (zi,zs,zs), 且 当 po 短 0 (o 为 实数 ) 时 ， 

(ozlypTaypZs) ~ (TX1 ,Ts ,XT3)s 
直线 ; 不 全 为 零 的 有 序 三 实数 组 L6 ,名 ,名 ], 且 当 c 关 0 (ec 为 实数 ) 时 ， 
[cs 062 ,0€3] Ca [5 ,62 ,6 ]; 
点 与 直线 的 结合 关系 : 
点 工 一 (zl,zayzs) 与 直线 二 [&,&,&] 相 结合 
Tz. €=0, 即 十 zz 十 Ta 二 0; 
共 线 四 相 异 点 的 分 隔 关系 : 


XYy zu 一 工 十 My 一 工 十 pey, 且 mp 天 0 全 <<0 (yw 为 实数 )， 
2 
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下 面 逐 一 检查 平面 实 射影 几何 公理 体系 的 全 部 公理 在 这 个 实数 模型 上 都 成 立 . 
公理 I 成 立 : 点 di 二 (1,0,0) 与 直线 o 一 [1,0,0] 不 相 结合 ,这 是 因为 di* a 王 1 关 0. 
公理 I 成立 : 因为 对 于 任 一 直线 6 一 [6 ,&,&j], 总 能 找到 无 穷 多 组 不 全 为 零 的 有 序 三 
实数 组 (zi ,zz ,x;) ,使 得 
Zi6 十 Ze 十 Ts 一 0， 
即 存在 无 穷 多 个 相 异 的 点 与 直线 & 相 结合 ,因此 公理 I 成 立 . 
公理 1; 成立: 对 于 任意 两 个 相 蜡 的 点 z 一 (ziyzs zs) ,3y 一 (yya yy3), 设 
十 Xz 十 X36 一 0， 
yi6 十 yz 名 十 名 一 0， 


2 Xs X33 Xl 之 1 Xz 
则 6 一 
Y2 ys 3 Yi Y1 yz 
由 于 点 之 9， 了 相 异 ,因此 
2 Xs Ta El x1 I2 
2 3 . yY3 Yl 1 ya 
不 全 为 零 . 故 存在 唯一 一 条 直线 
Xs Xs Xa 二 Xl 之 2 
é= |[&,&,&] = O ， pp (p 是 不 为 零 的 实数 ) 
2 Ys 33 Yi JI yz 


与 点 zx,y 相 结 合 

公理 成 立 : 对 偶 地 叙述 公理 成立 的 证 明 就 得 公理 [也 成 立 . 

公理 I; 成 立 : 按照 $ 1. 3 中 Desargues 透视 定理 的 证 法 , 即 可 证 明 公理 II 也 成 立 (只 需 
将 解析 点 换 成 模型 中 的 点 即 可 ). 

公理 正成 立 : 见 公理 工 成 立 的 证 明 . 

公理 亚 成 立 : 若 zy 一 zx，, 则 


过 一 工 十 y， & 一 工 十 pay， 且 mm 0 <0. 
2 


由 z 二 zx 十 pay 可 知 ,点 z 在 由 点 x,y 确定 的 直线 上 , 即 x,y,z 三 点 共 线 ; 同 理 ,由 x 一 z 十 my 知 ， 
X,Yyu 三 点 共 线 . 因此 XY ZU 四 点 共 线 . 


由 yr pw 了 关 0 知 , 点 xz 与 点 z,u 都 相 异 ,进而 推 得 点 xz 与 点 y 也 相 蜡 (否则 点 之 与 点 z,u 相 
同 ) ,还 可 推 得 点 y 与 点 z,u 都 相 异 ,再 由 0 知 , 点 z 与 点 & 相 异 ,因此 zy,z'x 四 点 相 异 ， 
公理 了 亚 成 立 : 若 zy 二 zu, 则 


z 一 工 十 Ay， & 一 工 十 py 且 Al。pa 天 0， <0. 
2 
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故 
u=Zzi+py, z=r+py, 且 mm 0, 0 
1 
即 有 zy 二 wz. 
公理 下 成 立 : 设 xz,y,z,w 是 共 线 的 四 相 异 点 . 若 zy 一 zu, 则 有 
2z 一 工 十 ay， 2 一 工 十 pzy， 且 Ai。Ha 天 0， >0, Al 天 jz。 (2. 1) 
2 
解 出 zz 得 
三 二 过 y 上 & 一 y 十 1 z. (2.2) 
a 1 Apa 一 人 Apa 一 AI 
因为 一 二 ,一 u 分 别 就 是 点 zw， 所 以 当 全 一 全 一 一 十/ 一 <0 时 ,ye 二 zn 
Ai P2 Al 1 Fil tH2 AI 
否则 ,如 果 一 全 >0 则 
色 <1 或 人 1 (2. 3) 
A 1 
由 (2. 1) 式 解 出 y,x 得 
Aiy 一 z 一 T， 全 二 zz 十 人 一生. (2. 4) 
As Lz 


因为 jy 和 ou 分 别 就 是 点 y 和 uw, 且 


i = =-1/(E- 1!) 
AL2 A pk As 


而 由 (2. 3) 式 知 此 式 为 负 , 故 由 (2.4) 式 有 zz 二 yu 
综 上 可 知 , 对 于 共 线 的 相 异 四 点 zx,y,z,u, 以 下 三 种 关系 必 有 一 种 成 立 : 


Zy 一 ZU yz 一 TU ZI yu. 


这 个 事实 包含 了 公理 了 IL. 
公理 正成 立 : 设 工 ,y,z,u,v 为 共 线 五 相 异 点 ,zy 二 zu, 则 
z= 二 +jy, & 一 工 十 jpay， 且 ms 放 关 0, 包 一 0. (2.5) 
A2 


车 又 有 zz 二 yu 而 由 (2.5) 式 有 
(一 pa)y 一 工 一 z， 
式 中 (一 上 m)y 即 为 点 y* 则 由 zz 一 yz 可知 


时 
‘1 
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v 二 ZX 十 zz， 其 中 XX 汪 0. (2.6) 
将 (2.5) 式 代入 (2.6) 式 得 
v= 工 十 (Xx 十 juny) = (1 十 和 Dz 十 Ny， 


1 十 和 
的 第 二 式 与 (2.7) 式 有 zy 一 xm. 
公理 正成 立 : 如 图 5-4 所 示 , 设 以 s* 为 中 心 的 中 心 投 影 把 直线 上 上 相 蜡 四 点 zx,y,z,u 分 
别 投射 到 直线 上 相 异 四 点 zy,z ,wu .又 设 zy 二 zx, 则 


lA Ai A 


即 z+:y. (2.7) 
(2.7) 式 中 一 vw 即 为 点 vw 而 | 2 一 各 。 <0 (因为 全 <0,4>0) , 则 再 由 (2.5) 中 
xz 


Ss 
\ 站 z= 二 XxX 二 jy, u= Xpyzy， 且 m0, 0 
因为 r,z',s 三 点 共 线 ， y,y vs 三 点 也 共 线 , 故 可 设 
| \ X 一 工 十 N，y 二 y 十 vs. (2. 8) 
| 。 又 由 于 xy ,z 三 点 共 线 , 故 可 设 

人 Ye 0 z 一 十 By (2. 9) 

图 5-4 将 (2.8) 式 代入 (2.9) 式 得 
z 二 (zx 十 和 s) 十 (By 十 Bvs) = x 十 By 十 (4 十 Bu)s. (2. 10) 

但 z,z ,s 三 点 也 共 线 , 故 可 设 

z 一 zx 十 asg 一 工 十 my 十 as. (2.11) 


比较 (2. 10) 与 (2. 11) 两 式 , 得 
8 一 Am，a 一 人 十 Bo 一 和 十 HT 
将 B 一 jp 代入 (2.9) 式 ,得 
z =x tpy. 
同 理 可 得 
u =x 十 joy. 
而 已 知 同和 天 0, 大 <<0, 因 此 开 7 二 ze 
公理 四 成 立 : 如 图 5-5 所 示 , 设 rz,y,zw 为 直线 & 上 的 三 相 异 点 ,把 满足 zy 二 wz 户 的 所 


有 点 户 连同 点 zx,y 构成 的 集合 记 做 S, 再 把 集合 S 中 所 有 S$ 
点 分 成 两 类 1 ,了 ,使 得 zx€ 工 ,y€E 卫 , 且 对 于 一 切 w€ 工 1 I 
(uZXX) 以 及 一 切 vE€ [I (vy) ,都 有 zxv 一 yu. 设 w xX uw p 二 vr 


w= I 十 Sy， 户 一 工 十 17y， 
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其 中 ,都 是 非 零 实数 , 且 ) 天 s. 因为 zy 汪 oj, 故 1,5 异 号 .不 失 一 般 性 ,可 令 *<0, 必 盖 0. 于 
是 考虑 满足 
坊 王 并 十 My 人 0) (2. 12) 
的 所 有 点 Pp 依据 上 述 条 件 分 成 两 组 1] 和 本 的 结果 . 
因为 xE 工 , vE 卫 , 故 由 (2.12) 式 有 


u= rtpy, v= rpy, p>0, p>0, ppe. (2. 13) 
由 此 解 出 
一 py 一 工 一 区 
一 pa 一 一 pz 十 My) 一 一 pa 工 十 ja (一 pay) 
二 一 pe 十 MGCz 一 切 = (pp) x pv, 
则 ur A. 


L1H2 AI HK2 


就 是 点 x 而且 zxv 二 yu, 故 


AI pH 
2 一/ 名 jv 
Ai HA1 一 Ha 
但 委 盖 0, 所 以 有 和 <<pa: 


把 全 体 正 实数 分 为 工 , 开 非 空 两 类 ,使 得 工 的 任 一 数 加 和 开 的 任 一 数 jw 必 有 jp 二 pw; 则 
根据 戴 德 金 公理 ,存在 分 界 数 0, 使 得 对 于 任何 异 于 9 的 正 实数 jn ET ,yz EJ ,都 有 jw 过 0<pw， 
并 且 9EI 或 6EI. 


因为 一 py 就 是 点 y， 


设 点 < 满足 
z 一 工 十 0y， (2. 14) 
则 属于 工 , 工 之 一 .由 (2.13),(2. 14) 两 式 得 
一 0y 一 工 一 Z， 


bu 一 一 br 十 (一 0y) 一 一 bz 十 Ma(Z 一 z) = (pn— Dr— ez, 


一 0 A 
| 3 
则 0 并 人 
同 理 可 得 
一 4 也 一 之 一 La 之 
pa 一 0 Ap 一 0 
因为 二 5* 就 是 点 zx， 一 人 5 就 是 点 ,并 且 0<Am<<0<we , 故 


人 名 )- 和 .<0 
人 pa 一 0 Hz AI 一 0 


时 
“2 
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从 而 zz 一 zw。 

同 理 可 证 yx 一 xvw. 故 公理 上 成 立 . 

以 上 逐一 验证 了 我 们 所 构造 的 实数 模型 满足 平面 实 射 影 几 何 公 理 体系 的 全 部 12 条 公 
理 , 而 实数 体系 是 相 容 的 ,因此 平面 实 射影 几何 的 这 个 公理 体系 也 是 相 容 的 . 至 于 这 个 公理 
体系 的 独立 性 和 完备 性 ,因为 不 是 公理 体系 的 必要 要 求 , 因 此 在 这 里 就 不 再 讨论 了 . 


习 题 5.2 


1. 用 公理 I 至 公理 工 证 明 : 平 画 上 必 有 七 个 相 异 的 点 ,七 条 相 异 的 直线 . 
2. 用 顺序 公理 证 明 : 若 zy 一 zu, 则 zz 一 yz. 
3. 证 明 : 有 理 数 域 上 的 射影 平面 满足 平面 实 射影 几何 公理 体系 中 除 公理 下 以 外 的 全 部 


公理 . 
3 5.3 非 欧 几何 概要 


在 $5.1 中 我 们 谈 到 ,由 于 对 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 的 研究 ,导致 了 非 欧 几 何 的 建立 . 
本 书 不 是 用 公理 法 讨论 非 欧 几何 的 内 容 , 而 是 要 说 明 在 克 莱 因 的 变换 群 观点 之 下 , 非 欧 几 何 
与 欧 氏 几何 一 样 都 是 射影 几何 的 子 几何 ,从 而 使 得 互相 对 立 的 两 种 几何 在 射影 的 观点 下 得 
到 了 统一 . 本 节 是 在 复 射影 平面 上 讨论 问题 . 


一 、 双 曲 几何 与 椭圆 几何 


在 上 一 章 中 我 们 已 经 看 到 , 仿 射 变换 是 保持 绝对 直线 9- 不 变 的 直射 变换 ,运动 变换 是 
保持 两 个 圆 点 I,J 不 变 ( 再 加 上 点 其 他 条 件 ) 的 直射 变换 . 一 般 地 ,我 们 有 如 下 射影 自 同 构 变 
换 的 定义 : 

定义 3.1 设 下 为 射影 平面 上 某 一 图 形 . 若 直射 变换 亚 保 持 图 形 下 不 变 , 则 亚 岂 做 以 
下 为 绝对 形 的 射影 自 同 构 变 换 ( 简 称 射 影 自 同 构 ). 

仿 射 变换 的 全 体 与 运动 变换 的 全 体 都 构成 群 ,这 只 是 下 述 一 般 性 命题 的 特例 : 

定理 3.1 关于 同一 个 绝对 形 下 的 所 有 射影 自 同 构 的 全 体 构 成 射影 变换 群 的 一 个 子 
群 . 这 个 子 群 称 为 关于 绝对 形 下 的 射影 自 同 构 群 . 

证 明 设 @, 亚 都 是 关于 绝对 形 下 的 射影 自 同 构 变 换 , 则 BB 和 亚都 保持 F 不 变 .因此 直 
射 变换 B 亚 也 保持 下 不 变 , 即 B 亚 也 是 关于 下 的 射影 自 同 构 变 换 . 显然 B ! 也 保持 下 不 变 ， 
即 @ :也 是 关于 绝对 形 下 的 自 同 构 变 换 . 综 上 两 条 ,定理 得 证 . 

按照 克 莱 因 的 变换 群 观点 ,以 某 一 图 形 下 为 绝对 形 的 射影 自 同 构 群 应 该 对 应 一 种 几何 
学 ,这 种 几何 学 是 射影 几何 的 子 几 何 . 由 于 射影 平面 上 的 图 形 是 无 穷 多 的 ,因此 射影 几何 的 
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子 几 何 也 无 穷 多 . 特别 地 ,我 们 以 绝对 直线 8。 为 绝对 形 ( 这 就 是 为 什么 称 8. 为 绝对 直线 的 原 
因 ) 得 到 了 仿 射 几何 ,以 圆 点 1,J 为 绝对 形 ( 再 加 上 点 其 他 条 件 ) 得 到 了 欧 氏 几何 (严格 说 来 ， 
以 圆 点 1,J 为 绝对 形 的 几何 学 是 相似 几何 , 它 包 含 了 欧 氏 几何 ,在 那里 可 以 研究 相似 形 . 中 
学 的 平面 几何 就 是 相似 几何 ,因此 也 称 相似 几何 为 广义 的 欧 氏 几何 ). 这 里 ,我 们 关心 的 是 以 
常态 的 二 次 曲线 为 绝对 形 的 射影 自 同 构 群 的 几何 学 . 

定义 3.2 以 常态 的 实 二 次 曲线 C: zi 十 zz 一 zi 二 0 为 绝对 形 的 射影 自 同 构 变 换 称 为 射 
影 双 曲 运 动 (简称 双 曲 运动 ) ,全 体 双 曲 运 动 所 构成 的 射影 自 同 构 群 称 为 双 曲 运动 群 ,研究 双 曲 
运动 群 下 的 不 变性 质 与 不 变量 的 几何 学 称 为 双 曲 几何 ;以 常态 的 虚 二 次 曲线 C': 寻 十 好 十 好 
二 0 为 绝对 形 的 射影 自 同 构 变 换 称 为 射影 椭圆 运动 (简称 椭圆 运动 ) ,全 体 椭圆 运动 所 构成 的 射 
影 自 同 构 群 称 为 椭圆 运动 群 ,研究 椭圆 运动 群 下 的 不 变性 质 和 不 变量 的 几何 学 称 为 椭圆 几何 . 

由 定理 3. 1 知 , 双 曲 运动 群 与 椭圆 运 动 群 都 是 射影 变换 群 的 子 群 ,因此 双 曲 几何 与 椭圆 
几何 都 是 射影 几何 的 子 几 何 .下 面 我 们 将 指出 , 双 曲 几何 与 椭圆 几何 分 别 就 是 罗氏 几何 和 
黎 曼 几何 ,因此 非 欧 几何 是 射影 几何 的 子 几 何 . 


一 、 射 影 测度 


由 $5. 1 我 们 知道 ,从 几何 基础 的 角度 看 , 欧 氏 几 何 公理 与 非 欧 几何 公理 的 差异 只 是 平 
行 公理 . 因此 , 非 欧 几何 与 欧 氏 几何 一 样 都 是 研究 像 距 离 .角度 .面积 等 这 样 的 度量 概念 的 ， 
所 以 有 人 分 别称 它们 是 欧 氏 度量 几何 和 非 欧 度量 几何 . 既然 从 变换 群 的 观点 看 欧 氏 几何 和 
非 欧 几何 都 是 射影 几何 的 子 几何 ,那么 这 两 种 几何 学 都 可 以 在 射影 平面 上 得 到 解释 . 当然 ， 
首先 是 作为 它们 研究 对 象 的 一 些 度量 概念 应 该 得 到 射影 的 解释 . 这 就 需要 在 射影 平面 上 建 
立 所 谓 的 射影 测度 的 概念 . 

建立 射影 侧 度 概念 的 工作 实际 上 我 们 在 欧 氏 几何 中 已 经 开始 了 ,在 $4.3 中 我 们 就 建立 了 
用 交 比 表示 欧 氏 平面 上 两 直线 夹 角 的 著名 公式 一 一 拉 格 尔 公式 . 那么 ,怎样 建立 非 欧 几何 的 射 
影 测 度 呢 ? 我 们 自然 想到 了 对 拉 格 儿 公式 加 以 推广 . 由 于 非 欧 几何 是 以 常态 的 二 次 曲线 为 绝 
对 形 的 射影 自 同 构 群 下 的 几何 学 ,因此 我 们 把 拉 格 儿 公 式 中 的 圆 点 1,J 换 成 常态 的 二 次 曲线 
( 圆 点 了 ,本 可 以 看 成 退化 的 二 次 曲线 zz 十 二 0) ,从 而 建立 了 下 面 的 射影 测度 概念 . 
在 射影 平面 内 取 定 一 条 常态 的 二 次 曲线 C, 另 选 定 一 个 常数 


k (& 关 0,k 相当 于 拉 格 儿 公式 中 的 言 ), 从 任意 两 直线 ,3 的 交点 


作 这 条 二 次 曲线 的 切线 ,8 (图 5-6). 作 关于 两 直线 6,7 的 一 个 
函数 : 


we， 7) = kln[LRCE, 7;a,B)J. 
i 可 以 证 明子 数 w(&, 攻 具有 下 述 性 质 : 


名 
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(1) wl(é,6) =0; 
(2) wn = wt nD (ED; 
(3) wl&, 力 十 w(D 引 二 w(&,0 ,其 中 直线 47,5 相交 于 一 点 . 
事实 上 ， 
wlé,8) = kin[R(GE,é;a,8)] = klnl 一 0， 


_ | RR 
w(7,6 = klnLR(y,é;a,B)] = kln R(é,n;0,8) 


=— klnLR(é,n;a)B)] =— wlé,7), 
wlé,7) 十 w(y, 引 二 &{lnLR(Ce,7iayD)] 十 InLRC7 55ayp)]》 
3 kln[LR(é,n;a,B "Rn, C;a,B)j, 


而 
| 和 ell78| |yal|i,B| 
及 (eniay9)。RCn ziay 9) 一 本 
| 
|é,a| 158| 
一 一 -一 一 下 (6， ;Qa» 2 
1 和 81ga| 
因此 有 


wlé,7) 二 wly, 0 一 &lnLRCe,5iayp)] 一 w(é, 2)， 

由 于 函数 w(&,w) 可 由 两 直线 6 7 唯一 ( 除 符号 外 ) 确 定 ,而且 具有 上 述 三 条 性 质 , 而 这 
三 条 性 质 恰好 是 两 直线 夹 角 ( 有 向 角 ) 所 应 满足 的 性 质 ,因此 我 们 有 理由 作 以 下 定义 : 

定义 3.3 函数 (6, 力 称 为 两 直线 与 7 的 夹 角 的 射影 测度 ,其 中 预先 取 定 的 常态 的 二 
次 曲线 C 称 为 这 个 射影 测度 的 绝对 形 ,常数 上 称 为 测度 系数 . 

对 偶 地 ,我 们 可 以 定义 两 点 之 间距 离 的 射影 测度 . 对 于 在 射影 平面 上 取 定 的 常态 的 二 次 
曲线 C, 另 选 定 一 个 常数 h(h 取 0) ,从 任意 两 点 x,y 的 连 线 交 取 定 的 二 次 曲线 C 于 w ,wv 两 点 
(图 5-7), 作 关于 z,y 两 点 有 关 的 一 个 函数 ; 


d(zyy) = hln[LR(zx, y;u,v) |]. C 
与 上 面 一 样 可 以 证 明 冰 数 d(x,y) 具 有 以 下 性 质 : 
(1) d(z,y)=0; 


(2) d(y,7x)=—d(zx,y) (ry); 

(3) d(x,y) 十 d(y,z) 二 d(x,z) (zyz 共 线 ). 

由 于 函数 d(x,y) 可 由 zx,y 两 点 唯一 ( 除 符号 外 ) 确 定 , 且 满 足以 上 三 条 性 质 , 而 这 三 条 
性 质 也 正 是 两 点 之 间 ( 有 向 ) 距 离 所 应 满足 的 性 质 ,因此 我 们 有 理由 作 以 下 定义 : 

定义 3.4 函数 d(z,y) 称 为 x,y 两 点 之 间距 离 的 射影 测度 ,其 中 预先 取 定 的 常态 的 二 
次 曲线 C 称 为 这 个 射影 测度 的 绝对 形 , 常 数 h 称 为 测度 系数 . 
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以 上 定义 的 射影 测度 概念 是 凯 莱 (A. Cayley) 于 1859 年 建立 的 . 
下 面 的 两 个 定理 说 明了 作为 射影 测度 的 绝对 形 的 二 次 曲线 和 无 穷 远 直线 占有 相同 的 


地 位 . 


定理 3.2 射影 平面 上 任何 点 与 绝对 形 上 任何 点 之 间距 离 的 射影 测度 为 ce. 
证 明 设 工 为 射影 平面 上 任 一 点 , 为 绝对 形 上 任 一 点 , 则 直线 xXw 与 绝对 形 的 交点 


中 一 点 为 w. 设 男 一 点 为 v, 由 定义 3.4 有 


d(xz,u) = hln[L R(x,u;usv) | = hlnoo 一 co. 
定理 3.3 如 果 两 直线 的 交点 在 绝对 形 上 , 则 它们 的 夹 角 的 射影 测度 为 零 . 
证 明 设 两 直线 8,w 的 交点 在 绝对 形 上 ,那么 ,从 这 个 交点 引 绝 对 形 的 两 切线 a,8, 则 切 


线 w 与 8 重合 . 因此 ,由 定义 3.3 有 


wlé,7) 一 AinLR(Cs,yiaya)] = klnl = 0. 
由 定理 3.2 和 定理 3. 3, 我 们 有 理由 作 如 下 定义 : 
定义 3.5 绝对 形 上 的 点 称 为 无 穷 远 点 ,相交 于 绝对 形 上 的 直线 称 为 互相 平行 的 直线 . 
下 面 我 们 先导 出 两 点 之 间距 离 的 射影 测度 的 表达 式 . 设 作 为 绝对 形 的 常态 的 二 次 曲线 


C 的 方程 为 


3 
Dauriz: 一 0， la | 关 0， Qik — Uji, i,k= 1,2,3. (3.1) 
k= 


又 设 yy sy ys) sz( 如 ,24123) 是 射影 平面 上 任意 两 点 , 则 直线 yXz 与 二 次 曲线 C 的 交点 


u,v 的 坐标 可 以 写成 如 下 形式 : 


DTi = yi 一 人 zi (i 二 1,2,3; 0 天 0). 


由 于 点 u,v 在 二 次 曲线 C 上 , 故 上 式 满足 二 次 曲线 C 的 方程 , 即 


亦 即 


心 


则 


3 
Da (yi — AZi) (Ye — Azi) 一 0， 
it= 1 


> 


3 3 
QigV VE 一 24 >) anyizs 十 2 Danzizh 一 0. (3. 2) 
一 1 irk= 1 


3 
(2(y,z) = D anyizs ? 
让 一 1 


3 3 
QC(y,y) = DJ anyiyr Q(z,z) = > anzizi. 
二 1 二] 


于 是 方程 (3.2) 可 以 写成 


20(z,z) 一 210(y,z) 十 DCyy) = 0. 


2 


解 这 个 方程 ,得 


QO,0D+ivVOGY, WN 2) 0 (yz) (3. 3) 

(Q(z,z) : 
(其 中 2 (y,z) 二 LQ(y,z) 了 ,下 同 ). 如 果 用 Xi ,Xz 表示 这 两 个 根 , 则 点 u,v 的 坐标 分 别 为 
一 Mi Yi—Azz: (i=1,2,3)., 


A 


于 是 
A _ DCy,z) 十 iVO(Cy,y)O(z,z) 一 人 (yz) 
A Q(y;,z) CO— 1v Ny, Nz,2) — (FCy,z) 


EE 十 iVDCy yO, 2) — 0 Cy,z) | 
VAs YN, zz) 


R(y,z;u,v) = 


因此 
d(y,z)= hlnLR(y,z;u,v)] 
pln OD TIVOO, YA, 2 0 yz) cg 
VAY YI, 2) 
类 似 地 ,我 们 可 以 导出 两 直线 夹 角 的 射影 测度 的 表达 式 . 取 定 的 绝对 形 (3. 1) 其 所 对 应 
的 线 二 次 曲线 的 方程 为 


3 
DD Antti =0, |An|¥0, A = An, isk= 1,2,3, (3.5) 
9 1 


其 中 Ai 为 | ai | 中 元 素 ax 的 代数 余子 式 . 设 射 影 平 面 上 任意 两 直线 y,8 的 坐标 分 别 为 
[六 ,六 ,六 ] [和 ,各 , 扣 ], 由 两 直线 ,5 的 交点 作 二 次 曲线 (3. 1) 的 两 条 切线 为 a,8, 则 a,8 的 
坐标 可 以 写成 如 下 形式 : 
p 人 一方 一 上 4 一 1,2,3; 0 天 0). 
经 过 与 (3. 4) 式 类 似 推导 可 得 
wb) = klnLR(On, CE;a,B)] 


VO MDACE, LE) 
其 中 QC, 8) 二 之 1 Asia 
三 、 罗氏 几何 的 射影 模型 


克 莱 因 于 1871 年 利用 凯 莱 的 射影 测度 的 概念 给 出 了 罗氏 几何 的 一 个 射影 模型 ,这 就 是 
著名 的 克 莱 因 模型 . 这 个 模型 说 明了 我 们 前 面 所 定义 的 双 曲 几何 就 是 罗氏 几何 . 因此 ,从 克 
莱 因 的 变换 群 观点 来 看 ,罗氏 几何 是 射影 几何 的 子 几何 . 下面 介绍 罗氏 几何 的 克 莱 因 模型 . 
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我 们 只 考虑 作为 绝对 形 的 常态 的 实 二 次 曲线 C: zi 十 zi 一 zx 二 0 内 部 的 双 曲 几何 .为 
此 ,我 们 作为 以 下 规定 : 

(1) 绝对 形 C 内 部 的 部 分 射影 平面 称 为 双 曲 平面 , 双 曲 平面 上 的 点 ( 即 绝对 形 C 内 部 的 
点 ) 称 为 双 曲 点 ,绝对 形 C 的 每 一 条 弦 称 为 双 曲 直线 . 按照 前 面 的 定义 ,相交 在 绝对 形 C 上 的 
弦 称 为 互相 平行 的 直线 . 另外 ,我 们 以 前 已 经 规定 绝对 形 上 的 点 为 无 穷 远 点 . 

注 按照 这 条 规定 , 双 曲 直线 是 开 的 ( 即 没有 端点 ,这 是 因为 绝对 形 C 上 的 点 不 是 双 曲 
点 ) ,并且 每 条 双 曲 直线 上 有 两 个 无 穷 远 点 (这 与 欧 氏 直线 不 同 ). 因为 双 曲 线 上 也 有 两 个 无 
穷 远 点 ,因此 我 们 称 这 种 几何 为 双 曲 几何 . 

(2) 在 双 曲 平面 上 ,两 双 曲 点 的 连 线 称 为 双 曲 线段 ,连接 不 在 同一 条 双 曲 直线 上 三 个 双 
曲 点 所 构成 的 图 形 称 为 双 曲 三 角形 . 用 同样 的 方法 可 以 规定 其 他 的 双 曲 图 形 . 

(3) 双 曲 平面 上 的 点 与 直线 的 结合 关系 就 是 绝对 形 C 的 内 部 点 ( 双 曲 点 ) 与 绝对 形 C 的 
弦 ( 双 曲直 线 ) 的 结合 关系 . 

双 曲 直线 上 三 点 之 间 的 介 于 关系 就 是 我 们 平常 了 解 的 一 点 在 另 两 点 之 间 , 即 绝对 形 C 
的 弦 上 的 点 (不 包括 端点 ) 的 介 于 关系 . 

如 前 面 所 定义 的 , 双 曲 平面 上 关于 绝对 形 C 的 自 同 构 变换 称 为 双 曲 运动 . 对 于 两 个 双 曲 
图 形 下 和 FF ,如 果 存 在 双 曲 运动 ,把 下 变 成 F', 则 称 下 与 F' 是 合同 的 图 形 , 记 做 FF. 

(4) 双 曲 平面 上 ,两 双 曲 点 之 间 的 距离 ( 双 曲 线段 的 长 度 ) 以 及 两 条 双 曲 直线 的 夹 角 ( 称 
为 双 曲 角 ) 使 用 凯 莱 定义 的 射影 测度 来 度量 . 

注 在 这 条 规定 之 下 ,由 定理 3. 2 知 , 双 曲 直线 与 欧 氏 直线 一 样 ,其 长 度 是 无 限 的 . 

有 了 以 上 规定 以 后 ,我 们 就 可 以 说 明 双 曲 几 何 就 是 罗氏 几何 .事实 上 ,我 们 可 以 验证 ， 
除 平行 公理 外 , 欧 氏 几何 其 余 的 全 部 公理 在 这 种 几何 中 都 成 立 , 唯 独 平行 公理 与 罗氏 平行 公 
理 一 致 . 

例如 ,两 个 相 异 的 双 曲 点 确定 唯一 一 条 双 曲 直线 ,这 是 因为 绝对 形 C 内 部 的 任意 两 相 蜡 
点 有 且 仅 有 绝对 形 C 的 一 条 弦 通 过 它们 . 


再 如 ,一 条 双 曲 直线 上 任 三 相 异 点 之 间 , 必 有 一 个 双 曲 点 在 另 两 双 

E ° 曲 点 之 间 . 这 是 显然 的 . 
/ 下 面 我 们 验证 罗氏 平行 公理 在 双 曲 几何 中 成 立 .事实 上 , 设 aX5b 是 
8 bs ， 任 一 条 双 曲 直线 , 则 过 直线 aX5b 外 任 一 点 O 必 有 两 条 双 曲 直线 a Xe 与 


5b Xd, 这 两 条 双 曲 直线 都 与 aX6b 相交 于 无 穷 远 点 (绝对 形 C 上 的 点 ) 
(图 5-8). 因此 ,过 双 曲 直线 <X2 外 一 点 O 有 两 条 双 曲 直线 aXc 与 bXad 
都 与 直线 aX6b 平 行 . 故 罗氏 平行 公理 在 双 曲 几何 中 成 立 . 
注 由 图 5-8 可 以 看 出 ,在 双 曲 平面 上 有 一 类 很 特殊 的 直线 ,例如 双 曲 直线 eX/, 它 与 
双 曲 直线 aX&b 既 不 相交 也 不 平行 ,我 们 把 这 样 的 双 曲 直线 称 为 与 双 曲 直线 aX5 离散 的 直 
线 . 在 欧 氏 平面 上 不 存在 这 样 的 直线 . 
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下 面 我 们 根据 前 面 给 出 的 射影 测度 公式 推出 双 曲 线段 与 双 曲 角 的 射影 测度 公式 . 
设 绝 对 形 C 的 方程 为 
XI 十 Xi 一 xi 二 0., 

又 设 yy ya) 与 z(zi ,zz ,zs) 是 双 曲 平面 上 任 两 相 异 双 曲 点 ,直线 yXz 交 绝 对 形 C 于 
u,v 两 点 , 则 y,z,u,v 都 是 实 点 . 

由 于 u,v 都 是 实 点 ,因此 在 公式 (3. 4) 中 

2(y,y)2(z,z) 一 022(0y,z) < 0. 
又 d(y,z) 为 实数 , 故 测度 系数 hh 必须 是 实数 . 设 h 二 a/2 (a 为 实数 ), 则 由 公式 (3. 4) 有 
4d SE dy,z) = aln 2 十 iVQCy,y)O(z,z) 一 人 (yz) 


CCyyy)02(Czyz) 
由 此 得 出 
an 了 (yz) 十 iVO(Cy,y)D(zz) 一 他 (yz) 
人 (yy)C2(zz) 
于 是 
了 一 eew) 一 24yz (3.7) 
a 2 VO (Cy,y)N (zz,z) 
sh a = Le ea) VO ON YI Ne,z), (3. 8) 
a 2 0 (yy)N (zz) 
或 者 
区 PP ~ 
th oY OIOTOO MIE) (3.9) 
a (QC(y,z) 
其 中 


DC(y,z) = yr yz yz Nysy) = y+ N(x,z) = zf 二 zi zi. 
这 里 d 二 d(y,z) 就 是 双 曲 平面 上 两 双 曲 点 y,z 之 间距 离 的 射影 测度 ,其 中 a 称 为 测度 单位 . 
下 面 再 来 推导 双 曲 角 的 测度 射影 公式 .已 知 绝对 形 C 所 对 应 的 线 二 次 曲线 的 方程 为 
和 十 如一 台 二 0. 
设 并 太太 ] ,5[5 ,名 ,名 ] 是 两 条 相交 的 双 曲直 线 , 其 交点 是 一 双 曲 点 ,在 绝对 形 C 的 内 
部 , 则 自 交 点 作 绝对 形 C 的 切线 为 虚 直 线 . 所 以 ,在 (3. 6) 式 中 
2(07700 (055) 一 全 (7 过 0， 
从 而 (3. 6) 式 右 端的 对 数 为 虚数 ,但 w(7,5) 为 实数 . 故 测度 系数 & 必 为 虚数 . 今 取 & 一 这 2, 则 


(3.6) 式 变 成 了 
QOTIVAO MAC, — OQ (75) 
VN Cp MA EE) | 


p 全 wn t= iln 
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因此 


cw DPOFWOP DIG DOT DE 
VQ (n,Q CC, EC) 
_ QOTIVOO DA EO)— 0 (16) 
VA ACE 5 
所 以 ,由 cosp 十 isinp 一 e? ，cosp 一 isinp 一 e ?有 


eiy 


cosp 一 -一 一 人 一， (3. 10) 
VO nO (EE) 
__.n2 
Se VO MOE — 0 C6) 3 


VO DAE 
其 中 
但 (77 一 开 十 形 一 民有 (9 人 一 天 十 各 一 呆 ， 1007 有 一 六 生 十 六 条 一 六 各 
这 里 gp 一 (7 5 就 是 两 双 曲 直线 7 ,来 角 的 射影 测度 . 
由 (3. 10) 式 知 , 当 且 仅 当 9p 一 T/2 时 ,2(7 思 5) 一 0, 即 六 所 十 六 区 一 六 条 一 0. 这 就 说 明 双 曲 
直线 7 与 5 关于 绝对 形 C 为 共 斩 直 线 . 因此 ,我 们 有 下 面 的 定理 : 
定理 3.4 当 且 仅 当 两 双 曲 直线 7 与 5 关于 绝对 形 C 为 共 柜 直线 时 7 了 上 此 
我 们 知道 ,罗氏 几何 与 欧 氏 几何 的 根本 差异 在 于 平行 公理 . 因此 ,在 欧 氏 几何 中 与 平行 
公理 无 关 的 定理 和 推论 (在 《几何 基础 》 中 称 这 部 分 内 容 为 绝对 几何 ) 在 罗氏 几何 中 仍然 成 
立 , 但 是 与 平行 公理 有 关 的 命题 就 大 不 相同 了 . 在 欧 氏 几何 中 ,我 们 知道 三 角形 的 三 内 角 之 
和 等 于 r. 这 是 与 欧 氏 平行 公理 有 关 的 一 个 定理 .那么 ,在 罗氏 几何 中 三 角形 三 内 角 之 和 是 
什么 样子 呢 ? 对 此 我 们 有 如 下 结论 : 
定理 3.5 双 曲 三 角形 的 三 内 角 之 和 小 于 x. 
证 明 如 图 5-9 所 示 , 设 aX5。b 是 任 一 条 双 曲 直线 ,iXa 与 Xb 是 
2 过 双 曲 点 ! 且 与 直线 4“X0 平行 的 两 条 双 曲 直线 . 自 点 1 引 直线 a Xb 的 
7 垂 线 , 垂 足 为 m. 我 们 称 线段 im 的 射影 测度 P 称 为 平行 距 , 将 人 mia 和 
KH m7 zz 称 为 平行 角 . 
| 下 面 我 们 证 明 两 平行 角 相 等 , 即 作 mia 一 人 mib 一 6, 并 且 平 行 角 6 是 
平行 距 P 的 函数 8 二 68(P). 
首先 根据 公式 (3.9) 计 算 平行 距 P. 取 直 线 aX5b 作 为 坐标 三 点 形 的 一 边 : zx; 一 0, 设 点 1 
的 坐标 为 (Li ,ls ,ls). 由 于 绝对 形 C 的 方程 为 xi 十 zi 一 xz 一 0, 因 此 直线 a X56 的 极点 的 坐标 
为 (1,0,0). 又 直线 1Xm | aX5, 所 以 直线 :Xm 过 直线 a X5b 的 极点 (1,0,0). 因此 ,直线 
l 坟 m 的 方程 为 


5-9 


时 
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lza — lsxs 一 0. 
它 与 直线 aX5 的 交点 m 的 坐标 为 (0,1s ,Ls). 这 时 
QCysy) = BEL, Nyz) = EBB, Nz,z)= LB, 
则 由 公式 (3.9) 有 


ER OV 3.12 
a Q(y,z) 天 一 总 VE—EB | : 


再 计算 平行 角 . 因为 直线 aX6b 的 方程 为 zi 一 0, 所 以 它 与 绝对 形 C 的 交点 为 (0,1,1) 和 

(0,1, 一 1). 取 点 6 的 坐标 为 (0,1,1), 则 直线 /X56 的 方程 为 
(ls CO— ls)Xi hz 十 iz = 0, 
从 而 直线 !Xz 的 坐标 为 [4 一 2 一 A, 5. 而 直线 上 Xz 的 坐标 为 [0,4s, 一 Lj, 此 时 公式 
(3. 10) 中 
QD = BB, QC OD)= ho Ql = (LC— 1), 

所 以 ,由 公式 (3. 10) 知 ,直线 X65 与 1Xm 的 夹 角 5 二 人 milb 的 余弦 为 

(Cy 7) a ol 


cos6 一 一 5 (3. 13) 
VA DAE VEE 
比较 (3. 12) 与 (3. 13) 两 式 得 
cosd = th 上 上 ， 
a 
所 以 
Pio 一 上 
PB hs 
ee fecosd llthae (1 ce 2 _ op 
De 1 二 cosd P P/2 _  —P/2 1 》 
he i 
即 
6 = 2arctane 2, (3.14) 
同 理 可 得 


/mla = 2arctane 2 = 6. 
因此 ,两 平行 角 相 等 ,同时 由 (3. 14) 式 知 平行 角 6 是 平行 趾 PP 的 函数 . 特别 地 ,由 (3,14) 式 可 
以 看 出 ,只 有 当 P>0 时 , 8>x/2; 而 当 了 取 非 零 有 限 值 时 ,8 一 6C(P)<<x/2. 
现在 我 们 讨论 双 曲 三 角形 内 角 之 和 . 先 看 直角 双 曲 三 角形 lmn( 图 5-9). 当 点 nn 由 点 a 
移 癌 点 m 时 ,人 inm 由 零 连 续 增 加 到 x/2, 同 时 nlm 由 $(CP) 连 续 减 少 到 零 . 由 于 平行 距 P 
为 非 零 有 限 值 ,因此 SCP)<x/2, 所 以 当 点 区 由 点 a 移 向 点 mr 时， 了 inm 连续 增加 的 幅度 大 
于 一 zl 连续 减少 的 幅度 ,其 结果 是 直角 双 曲 三 角形 imn 的 内 角 和 也 连续 地 增加 , 当 点 重 
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合 于 点 & 时 ,， 双 曲 三 角形 /zz 就 是 双 曲 三 角形 ima , 它 的 内 角 和 为 
0 十 SCP) 十 aal < a 一 x. 


当 点 n 重合 于 点 m 时 , 双 曲 三 角形 /mn 变 成 了 两 条 重合 的 直线 上 xm, 在 这 种 极限 情况 下 ， 
其 内 角 和 为 


Linm+t Llmnt Lnim= 祁 + 全 0 


因此 , 当 点 由 点 a 移 向 点 m 时, 双 曲 三 角形 imn 的 内 角 和 由 小 于 x 连续 增加 到 x, 但 极限 
情况 下 的 两 条 重合 直线 不 能 算 作 三 角形 ,从 而 任何 一 个 双 曲 直角 三 角形 的 内 角 之 和 都 小 
于 x 

因为 任何 一 个 双 曲 三 角形 都 可 以 看 做 由 两 个 双 曲 直角 三 角形 拼 成 的 ,因此 任意 双 曲 三 
角形 的 内 角 和 都 小 于 r. 

大 家 知道 ,在 欧 氏 几何 中 任意 两 条 平行 的 直线 必 有 公共 的 垂 线 ,但 在 罗氏 几何 中 却 恰恰 
相反 , 即 有 下 面 的 定理 : 

定理 3.6 两 条 平行 的 双 曲 直线 没有 公共 的 垂 线 . 

证 明 ”由 于 两 条 平行 的 双 曲 直线 的 交点 在 绝对 形 C 上 , 它 是 一 个 自 共 轿 点 ,在 这 个 交点 
处 绝对 形 C 的 切线 就 是 这 两 条 平行 双 曲 直线 公共 的 共 恩 直线 , 而 这 条 切线 在 绝对 形 C 的 外 
部 ,不 是 双 曲 直线 ,因此 在 双 曲 平面 上 两 条 平行 的 双 曲 直线 不 可 能 有 公共 的 垂 线 . 

但 在 罗氏 几何 中 有 如 下 的 结论 : 

定理 3.7 任意 两 条 离散 的 双 曲 直线 有 且 仅 有 一 条 公共 的 垂 线 ; 反 之 ,有 公共 垂 线 的 任 
意 两 条 双 曲 直线 必 为 离散 的 直线 . 

证 明 因为 两 条 离散 的 双 曲 直线 6,7 的 交点 户 是 绝对 形 C 外 的 一 点 (不 是 双 曲 点 ), 因 
此 点 关于 绝对 形 C 的 极 线 是 绝对 形 C 的 割 线 . 设 其 在 绝对 形 C 的 内 部 的 一 段 为 5, 则 & 是 
双 曲 直线 ,而 且 直 线 £ 与 ,都 共 思 . 因此 < 是 直线 & 与 7 的 唯一 的 公 垂 线 . 

反之 , 设 双 曲直 线 上 与 了 有 一 条 公共 答 线 5, 则 直线 5 关于 绝对 形 C 的 极点 p 是 C 外 的 
一 点 (不 是 双 曲 点 ). 而 直线 &,»w 苍 于 直线 8, 所 以 直线 与 5 都 经 过 点 pp, 即 直线 & 与 % 相 
交 于 绝对 形 C 外 的 一 点 ,因此 & 与 5 是 一 对 离散 的 双 曲 直线 . 

从 以 上 几 个 定理 可 以 看 出 罗氏 几何 与 欧 氏 几何 大 不 相同 ,有 兴趣 的 同学 可 以 利用 罗氏 
几何 的 克 莱 因 模型 讨论 罗氏 几何 的 其 他 命题 . 


四 . 黎 曼 儿 何 的 射影 模型 


仿照 克 莱 因 建立 罗 氏 几 何 射影 模型 的 方法 ,我 们 可 以 构造 黎 曼 几 何 的 一 个 射影 模型 . 这 
个 模型 就 是 前 面 所 说 的 以 常态 的 虚 二 次 曲线 C : zi 十 zi 十 x 二 0 为 绝对 形 的 椭圆 几何 . 这 样 
就 说 明了 黎 曼 几 何 也 是 射影 几何 的 子 几何 . 下面 我 们 简略 地 说 明 这 个 射影 模型 . 
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由 于 在 椭圆 几何 中 ,绝对 形 是 一 条 虚 的 二 次 曲线 ,没有 实 轨迹 ,因此 我 们 称 整个 射影 平 
面 为 椭圆 平面 ,并 且 称 射影 平面 上 的 点 为 椭圆 点 ,直线 为 椭圆 直线 ,图 形 为 椭圆 图 形 . 椭圆 平 
面 上 点 与 直线 的 结合 关系 就 是 射影 平面 上 的 点 与 直线 的 结合 关系 ,椭圆 直线 上 点 的 顺序 关 
系 就 是 射影 直线 上 点 的 分 隔 关 系 . 

如 前 所 述 , 称 关于 绝对 形 C': zf 十 如 十 z 一 0 的 射影 自 同 构 变 换 为 椭圆 运动 . 如 果 对 于 
两 个 椭圆 图 形 下 与 F', 存 在 一 椭圆 运动 使 得 下 变 成 F', 则 称 下 与 F' 是 合同 的 图 形 , 记 
做 FF'. 

与 双 曲 几何 一 样 ,椭圆 线段 和 两 椭圆 直线 的 夹 角 ( 称 为 椭圆 角 ) 的 度量 也 使 用 凯 莱 定 义 
的 射影 测度 来 测量 . ; 

有 了 以 上 的 规定 之 后 ,我 们 就 可 以 说 明 椭圆 几何 就 是 获 曼 几何 . 事实 上 ,在 椭 癌 平面 上 ， 
由 于 绝对 形 C' 是 一 条 虚 的 二 次 曲线 ,因此 不 存在 无 穷 远 点 , 即 椭圆 直线 不 含 无 穷 远 点 ,因而 
在 椭圆 平面 上 不 存在 互相 平行 的 椭圆 直线 . 也 就 是 说 ,任意 两 条 椭圆 直线 都 相交 . 我 们 上 面 
的 规定 也 说 明了 这 一 点 . 因为 射影 平面 上 任何 两 条 射影 直线 都 相交 ,而 黎 曼 几何 中 最 本 质 的 
一 条 公理 一 黎 曼 平行 公理 恰好 与 椭圆 几何 的 这 一 事实 相符 ,不 但 如 此 ,还 可 以 验证 黎 曼 几 
何 的 全 部 公理 在 椭圆 几 何 中 都 可 以 实现 ,所 以 椭圆 几何 就 是 歼 曼 几何 . 

注 ” 由 于 椭圆 直线 上 没有 无 穷 远 点 ,而 椭圆 也 没有 无 穷 远 点 ,因此 我 们 称 这 种 几何 为 椭 
圆 几何 . 

下 面 我 们 利用 凯 莱 的 射影 测度 公式 给 出 椭圆 线段 和 椭圆 角 的 射影 测度 公式 . 

先 讨论 椭圆 线段 的 射影 测度 . 因为 绝对 形 C 是 虚 的 ,所 以 椭圆 平面 上 任意 两 椭圆 点 y 
(yi,yayy3),z(zi,zzsz3) 的 连 线 与 绝对 形 C 的 交点 u,v 都 是 虚 的 . 因此 ,公式 (3. 4) 中 

QC(y,y Nz,2) — (yz) > 0. 


为 了 使 yz 两 点 之 间 的 距离 为 实数 ,我 们 在 公式 (3. 4) 中 取 一 去 a。 (a 为 实数 ), 则 公式 
(3.4) 变 成 


QCyyy) tivVOGy,y Nz,z) — 0 (y,z) 
VO(y,y)N(z,z) 


d(y,z) = ialn 


因此 


-i 0Q(y,y) 十 ivVOCy,y)0Cz,z) 一 050y,z) 
Vy,Yy) Nz,z) 


et = QCysy) — iVOGy Nz 2) — 0 Cy,z) 
VNCy,y) Q(z,z) 


e 


从 而 有 
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(2(y,z) 


一 一 一 一 一 一. (3. 15) 
VQCyyy)CCzyz) 


和 
a 2 
由 于 C : 好 十 好 十 好 一 0, 因 此 在 (3. 15) 式 中 
Q(ysy) = 二 +， Q(z,z) = zi 二 zi 二 zi, (f(y,z) = yz 二 yozz + yza. 


在 (3.15) 式 中 ,设想 y 为 定点 , z 为 流动 点 .车 z= 二 y, 则 QCy;y) 二 Q(z,z)= 二 QC(y,z). 故 
d 


cos 一 一 1， 
a 


因而 dC(y,z) 二 0. 若 点 z 沿 直线 yXz 一定 方向 移动 ,到 达 点 y 的 极 线 上 时 , y,z 为 共 斩 点 ， 
则 (2(y,2) = yz yz 十 yszs 一 0, 从 而 


d 
COSs -一 一 9 
a 


这 就 是 说 ,点 y 到 它 的 极 线 上 的 点 之 间 的 距离 (射影 测度 ) 为 -> a. 当 点 = 继续 向 前 移动 到 与 


点 y 的 距离 为 2x 时， cos | 二 1, 这 时 QCy,y)Q(zyz) 二 (022 (yz) ;所 以 e- 二 ee 六 ,从 而 d= 


0. 这 就 是 说 点 = 又 回 到 点 y 处 . 因此 ,我 们 得 到 如 下 结论 ， 

定理 3.8 椭圆 直线 是 封闭 的 ,而 且 长 度 一 定 , 其 长 度 为 ax (其 中 a 是 实数 , 称 为 测度 单 
位 ). 

下 面 再 讨论 椭圆 角 的 射影 测度 . 同样 ,因为 绝对 形 C' 是 虚 的 ,所 以 由 任意 两 椭圆 直线 
小 六 , 因 ， 六 ], 红 和 ,区 , 吕 ] 的 交点 引 绝对 形 C' 的 两 条 切线 a,B 也 是 虚 的 . 因此 ,在 公式 
(3. 6) 中 

QP DOE — QL) > 0. 
为 了 使 两 直线 了 与 + 的 夹 角 0 一 (7 5 是 实数 ,我 们 在 公式 (3. 6) 中 取 A 一 i/2, 则 公式 (3. 6) 
变 成 了 
0=0n0) 一 iln 一 一 一 一 一 

了 a VO DOL, 5) 


因此 
一 Qn, 9) tiVAO DOG DOT On 
VAP MDACE ED 
VO(C7 MD ACEO 


从 而 有 


cosb = 了 (es e%) 一 
2 VA DACE, 9) 


(3.16) 
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由 于 C' 的 线 坐 标 方 程 为 年 十 总 十 总 =0, 因 此 (3. 16) 式 中 

(办 一 开 十 用 十 开 ， (5 二 攻 十 总 十 如 ， 0 二 加 和 十 加 如 十 加 如 

由 公式 (3. 16) 知 , 当 且 仅 当 CQ(7 多 一 0, 即 六 纪 十 产品 十 六 区 二 0 时 ,6 一 xz/2, 即 7 上 5 而 
nN bi 二 mtnts =0 恰好 是 直线 7 与 共 斩 的 条 件 , 因 此 我 们 有 如 下 结论 ， 

定理 3.9 当 且 仅 当 两 权 圆 直线 是 共 斩 直 线 时 ,它们 是 互相 垂直 的 . 

这 个 结论 与 双 曲 几何 中 的 结论 是 一 样 的 . 

下 面 我 们 看 一 下 椭圆 三 角形 的 内 角 之 和 是 怎样 的 . 设 a 是 椭圆 
平面 上 任 一 点 ,点 a 关于 绝对 形 C 的 极 线 为 &, 过 点 a 任 作 两 椭圆 直 
线 分别 交 直线 & 于 点 5,c (图 5-10), 则 aX65,aXc 都 是 直线 & 的 共 
印 直线 . 因此 ,abec 与 人 acb 都 等 于 x/2. 这 样 ,在 椭圆 三 角形 abc 中 
有 两 个 内 角 等 于 x/2, 所 以 椭圆 三 角形 abc 的 内 角 之 和 大 于 x. 实际 
上 可 以 证 明 , 椭 圆 平面 上 任意 一 个 椭圆 三 角形 的 内 角 之 和 都 大 于 x. 
这 个 证 明 已 超出 本 书 的 范围 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 叶 菲 莫 夫 的 《高 
等 几何 学 》( 滥 光 明 译 ). 总 之 ,我 们 有 如 下 结论 : 

定理 3. 10 椭圆 三 角形 内 角 之 和 大 于 x. 

这 正 是 黎 曼 几何 与 欧 氏 几何 和 罗氏 几何 的 根本 区 别 之 一 . 

歼 曼 几何 的 射影 模型 我 们 就 简单 介绍 到 这 里 . 最 后 ,我 们 把 欧 氏 几何 .罗氏 几何 和 黎 曼 
几何 的 主要 区 别 列表 如 下 : 


欧 氏 几何 | 过 直线 外 一 点 有 且 仅 有 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 1 | =x | 
罗氏 几何 | 过 直线 外 一 点 至 少 有 两 条 直线 与 已 知 直线 平行 
黎 曼 几何 | 过 直线 外 一 点 不 存在 直线 与 已 知 直线 平行 0 >x 

这 一 节 , 我 们 把 欧 氏 几何 .罗氏 几何 和 黎 曼 几何 都 作为 射影 自 同 构 群 的 几何 学 来 看 待 ， 
因此 这 三 种 在 逻辑 上 互相 排斥 的 几何 学 便 在 射影 的 观点 下 得 到 了 统一 . 至 于 说 现实 世界 的 
几何 形式 究竟 是 哪 一 种 的 ,这 是 有 待 解决 的 问题 . 必须 指出 ,虽然 从 理论 上 说 ,三 种 几何 学 互 
相 矛 盾 , 但 是 直到 目前 为 止 ,在 天 文 观测 所 能 达到 的 范围 内 ,它们 的 差别 还 显现 不 出 来 ,因此 
就 无 法 判断 哪 一 个 更 接近 于 客观 实际 . 按照 广义 相对 论 的 观点 ,无 限 的 宇宙 不 可 能 是 欧 氏 


的 , 它 甚至 比 罗氏 几何 和 黎 曼 几何 的 还 要 复杂 . 当然 ,这 个 问题 的 最 终 解 决 还 要 靠 科 学 实验 
的 实践 . 


习 题 5.3 
1. 根据 克 莱 因 的 变换 群 观点 ,说 明 仿 射 几何 、 欧 氏 几 何 、 罗 氏 几 何 和 黎 曼 几何 的 关系 及 
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其 根本 差别 . 
2, 利用 克 莱 因 模型 说 明 在 罗氏 几何 中 一 条 直线 的 垂 线 与 斜 线 不 一 定 相交 
3. 在 黎 曼 几 何 模型 内 试 作 一 个 三 角形 ,使 它 的 三 个 内 角 都 等 于 x/2. 


习 题 五 


1. 构造 一 个 模型 ,其 中 平面 实 射影 几何 公理 体系 的 公理 I 至 公理 I; 成 立 , 而 公理 I 不 
成 立 . 
2. 构造 一 个 模型 ,其 中 平面 实 射影 几何 公理 体系 的 公理 了 ,公理 I ,公理 工 成 立 , 而 公 
理 [不 成 立 . 

3. 证 明 $5.2 建立 的 平面 射影 几何 公理 体系 是 完备 的 . 

4. 用 代数 法 讨论 ,怎样 限制 直射 变换 式 就 可 以 使 它 成 为 双 曲 运动 .椭圆 运动 的 变换 式 . 

5. 在 克 菜 因 模型 上 ,证 明和 定点 p 成 等 距 的 点 的 轨迹 是 一 条 二 条 曲线 . 


附 录 
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射影 几何 有 着 悠久 的 发 展 历史 . 远 在 上 古 时 代 , 人 们 为 了 在 墙壁 或 器 
上 绘画 ,就 要 考 虚 所 描绘 的 对 象 的 点 与 它 在 平面 或 曲面 上 的 像 点 之 间 
的 对 应 ,考察 与 物体 及 其 元 素 的 相互 排列 有 关 的 位 置 规律 ,这 就 是 射影 几 
何 的 萌芽 时 期 . 因此 ,古代 的 数学 家 就 已 经 掌握 了 不 少 射影 几何 的 知识 . 
例如 , 早 在 公元 前 3 世纪 , 古 希 腊 几 何 学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 (Apollonius) 著 
有 长 达 八 卷 的 《圆锥 曲线 论 》. 在 这 部 巨著 中 包含 了 许多 射影 几何 的 知识 ， 
并 且 第 一 次 提出 了 椭圆 、 双 曲线 抛物线 同 为 圆锥 截 线 的 思想 ,并 且 从 中 
可 见 阿波 罗 尼 奥 斯 在 那 时 就 已 经 知道 了 四 点 形 的 调和 性 质 . 同一 时 期 ,在 
帕 普 斯 (Pappus) 的 《数学 汇编 ( 八 卷 ) 中 就 已 经 有 对 合 概 念 的 最 初 萌芽 ， 
同时 证 明了 至 今 在 射影 几何 里 还 占有 重要 地 位 的 关于 三 点 共 线 的 著名 定 
理 (Pappus 定理 ). 

欧洲 文艺 复兴 时 期 ,由 于 绘画 和 建筑 的 发 展 激 起 了 人 们 对 透视 问题 


的 极 大 兴趣 ,透视 的 理论 得 到 了 很 大 的 发 展 ,这 些 成 果 很 快 影响 到 几何 


学 ,从 而 导致 了 射影 几何 的 大 发 展 ,并 且 葛 定 了 射影 几何 的 基础 . 

特别 值得 一 提 的 是 法 国 数学 家 第 萨 格 (Desargues), 它 通过 对 透视 的 
研究 ,建立 了 无 穷 远 点 的 概念 ,奠定 了 射影 空间 概念 的 基础 .. 笛 萨 格 第 一 
次 把 二 次 曲线 看 做 是 圆 的 透视 形 , 因 此 使 覃 圆 、, 双 曲线 、 抛 物 线 都 可 用 同 
一 方法 研究 ;他 还 研究 了 点 列 的 对 合 , 他 的 两 个 著名 定理 (Desargues 透视 
定理 和 Desargues 对 合 定理 ) 在 射影 几何 基础 和 二 次 曲线 的 研究 中 占有 
很 重要 的 地 位 . 笛 萨 格 的 工作 打下 了 射影 几何 的 科学 基础 ,因此 正确 地 说 
应 该 把 笛 萨 格 看 做 射影 几何 的 创始 人 . 

在 射影 几何 的 发 展 中 起 过 重要 作用 的 另 一 位 法 国 数学 家 是 帕斯卡 
(Pascal). 他 在 16 岁 的 时 候 (1639 年 ) 就 写 了 一 篇 关于 圆锥 曲线 的 论文 ， 
竟 使 币 卡 儿 断 定 是 他 父亲 的 代笔 . 在 1648 年 ,他 写 了 一 份 内 容 丰 富 的 关 
于 圆锥 曲线 的 手稿 . 这 份 手稿 是 以 笛 萨 格 的 工作 为 基础 的 ,现在 失传 了 ， 
但 是 笛 卡 儿 和 莱 布 尼 茨 都 看 到 过 . 在 这 份 手稿 中 ,他 证 明了 现在 以 他 的 
名 字 命 名 的 著名 的 Pascal 定理 . 此 外 ,他 还 从 这 个 定理 得 出 了 许多 推论 . 

自 笛 萨 格 和 帕斯卡 之 后 的 150 年 ,由 于 数学 家 把 注意 力 集中 在 代数 
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法 的 研究 上 ,因此 射影 几何 的 发 展 有 些 迟 缓 . 直到 19 世纪 初 , 才 由 蒙 日 (Monge) 重 新 唤起 了 
人 们 的 注意 . 蒙 日 的 《 画 法 几何 学 》 含 有 射影 几何 的 核心 . 蒙 日 的 学 生 彭 赛 列 (Poncelet) 继 承 
了 蒙 日 的 工作 ,他 在 被 俄国 俘虏 的 沙拉 多 夫 的 监狱 里 写成 了 《 论 图 形 的 射影 性 质 》 一 书 . 在 这 
本 书 中 他 通过 射影 法 研究 了 图 形 的 射影 性 质 , 给 出 并 运用 了 两 个 数学 工具 : 对 偶 原 理 和 连 
续 原理 ;并 且 建 立 了 交 比 的 概念 ,提出 了 无 穷 直 线 的 概念 和 配 极 理论 . 此 外 , 彭 赛 列 和 热 尔 岗 
(Gergonne) 还 各 自 独立 地 提出 了 对 偶 原 理 . 彭 赛 列 的 工作 使 得 射影 几何 学 成 为 一 门 独立 的 
学 科 ( 在 19 世纪 以 前 ,射影 几何 一 直 是 在 欧 氏 几何 的 框架 下 被 研究 的 ,因此 认为 是 欧 氏 几 何 
的 内 容 ), 所 以 彭 赛 列 被 认为 是 近世 射影 几何 的 葛 基 者 之 一 . 

继 彭 赛 列 之 后 , 布 里 安 桑 (Brianchon)、 默 比 乌 斯 (M6bius)、 普 吕 克 (Plicker) .斯 坦 纳 
《Steiner) , 汉 ，。 斯 陶 特 (Von Staudt) 等 人 又 把 射影 几何 推进 了 一 步 . 彭 赛 列 的 许多 思想 被 瑞 
士 几何 学 家 斯 坦 纳 进一步 发 展 ， 斯坦 纳 是 世界 上 最 伟大 的 综合 几何 学 者 之 一 ,被 人 们 称 做 
“ 自 阿波 罗 尼 奥 斯 以 来 最 伟大 的 几何 学 家 ”, 他 在 几何 学 的 综合 方法 上 具有 信得过 的 能 力 . 他 
创造 新 的 几何 是 如 此 之 快 ,以 致 来 不 及 记 下 他 的 证 明 , 结 果 关 于 他 的 许多 发 现 , 人 们 寻找 其 
证 明 要 花 若 干 年 . 他 的 《系统 发 展 》 于 1832 年 发 表 后 ,立即 为 他 赢得 了 荣誉 . 这 部 著作 全 面 地 
讨论 了 往复 运动 .对偶 原理 .位 似 变 程 和 位 似 束 .调和 分 割 , 以 及 奠基 于 把 圆锥 曲线 定义 为 有 
不 同 中 心 的 两 个 等 交 比 线束 的 对 应 直线 交点 的 轨迹 的 射影 几何 . 另外 ,值得 一 提 的 是 冯 。 斯 
陶 特 所 著 的 4 位置 几 何 学 ;一 书 , 可 以 说 是 一 部 非常 优美 的 纯粹 几何 书 , 其 中 完全 不 用 任何 度 
量 概念 建立 起 了 交 比 与 射影 的 对 应 等 概念 . 这 个 成 就 起 了 两 个 作用 : 一 是 使 人 们 想到 使 用 
射影 方法 也 可 能 建立 度量 几何 ;二 是 引导 人 们 对 射影 几何 公理 的 研究 . 前 一 个 问题 由 凯 莱 
(Cayley) 和 克 菜 因 (Klein) 所 解决 ,其 结果 使 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 在 射影 几何 中 得 到 统一 . 后 
一 问题 与 几何 基础 研究 相 结 合 ,1899 年 希 尔 伯 特 (Hilbert) 在 解决 了 欧 氏 几何 公理 基础 问题 
的 同时 还 提出 一 个 判断 公理 体系 相 容 性 、 独 立 性 和 完备 性 的 一 般 方法 . 遵循 这 个 方法 ,射影 
几何 的 基础 问题 也 在 20 世纪 初 得 到 解决 

1872 年 , 克 莱 因 提出 了 著名 的 变换 群 的 观点 . 这 种 观点 只 是 对 几何 学 的 对 象 作 出 了 分 
类 ,并 没有 限制 使 用 什么 方法 ,因此 人 们 想到 研究 射影 几何 不 仅 可 以 使 用 综合 法 和 代数 法 ， 
也 可 以 使 用 微 积 分 的 方法 (特别 是 微分 法 ). 用 微 积分 的 方法 研究 图 形 的 射影 不 变性 质 与 不 
变量 ,这 就 出 现 了 射影 微分 几何 . 在 我 国 , 由 于 苏 步 青 教授 的 努力 工作 和 积极 领导 ,在 这 个 领 _ 
域 里 已 经 形成 了 独 具 特 色 的 学 派 . 

随 着 抽象 代数 理论 的 发 展 ,高 维 的 射影 几何 和 一 般 数 域 上 的 射影 几何 也 相继 建立 起 来 ， 
这 些 都 已 经 成 为 了 代数 几何 的 组 成 部 分 . 
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一 维 射影 坐标 系 
圆 点 

运动 变换 


直径 

直射 变换 群 

直射 映射 (二 维 射影 映射 ) 
中 心 

中 心 投影 

主轴 

准 线 

自 共 固 点 

自 共 思 直 线 

自 配 极 三 点 形 


em -J 人 和 四 


习题 答案 与 提示 


习 题 1.1 
. 三 点 形 .四 边 形 和 圆锥 曲线 . 2. 圆 ,或 者 椭圆 ,或 者 抛物 线 ,或 者 双 曲 线 . 
. 提示 : 将 /投影 到 无 穷 远 来 证 明 . 6. 1 十 二 an 十 1) ， 1 十 喜 n(n 一 ]). 


习 题 1.2 


. (1) 直线 zxXy 的 坐标 为 [7,3, 一 2], 方程 为 7zi 十 3zz 一 2zs 一 03 
直线 yXz 的 坐标 为 [一 2,6,5]， 方 程 为 一 2zl 十 6zs 十 5zs 一 0 
直线 zXz 的 坐标 为 [一 3,9, 一 6], 方程 为 一 3zl 十 9zz 一 6zs 一 0. 
(2) 点 工 的 方程 为 2& 十 3& 二 0, 点 y 的 方程 为 一色 十 2& 二 0, 点 z 的 方程 为 2& 十 & 二 0. 
. (1) 直线 EXy 的 坐标 为 (1, 一 4,6) ,方程 为 外 一 4& 十 6& 二 0; 
直线 7X 的 坐标 为 (一 9, 一 2,3) ,方程 为 一 95 一 2& 十 3& 二 0; 
直线 EX& 的 坐标 为 (4,3,5) ,方程 为 46 十 3& 十 5& 二 0. 
(2) 点 的 方程 为 2z 一 zz 一 Zz 一 0, 点 光 的 方程 为 3zz 十 2z: 一 0, 点 上 的 方程 为 一 zi 十 3zz 一 zs 一 0. 
。 坐标 为 [4,1, 一 5] ,方程 为 4zl 十 zz 一 5zs 一 0. 
. (1) 共 线 ; (2) 不 共 线 . 5. (1) 共 点 ; 《2) 共 点 . 
. (1,2,5),( 一 2, 一 3, 一 5),(11,14,15), 三 点 共 线 . 
. (一 2, 一 4);(V10/2,Y6/2) ;不 存在 ;(0,4/3) ;不 存在 . 
. (1) (1,—1,0); (2) (一 2,1,0); (3) (1,0,0); (4) (0,1,0). 


习 题 1.3 


1. 提示 : 利用 Desargues 透视 定理 ,中 线 . 角 分 线 同样 成 立 ， 
4. 提示 : 利用 Desargues 透视 定理 或 投影 . 


be 


7. 提示 : 将 图 形 翻译 成 文字 叙述 ,再 将 叙述 对 偶 , 并 画 出 对 偶 的 图 形 . 


习 题 1.4 
. (—2,—2,2),(3,0,—6). 2. (1,2),1/2. 3. [9,7],9/7. 
， pzl 一 2 十 2zz 一 zs， p 元 一 /zi， 
六 S. pz 一 一 一 2zz 十 5zs， 6. pT2 —=mzz, 
pr 一 人 人 一/ )， 一 , 
pz3 一 2 一 2zs 十 3z3， p 工 3 一 mZ3 . 
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习题 答案 与 提示 ， 


习题 一 
2. 提示 : 利用 反 证 法 . 
3 C2 0 
al asz Ql 人 2 
3. cl Zi 十 cz Tz 十 al da: dads|zx;=0 
bi bs 1 bz 
b bs bs 


4. (1) 虹 寻 十 对 网 一 4 于 对 一 0 无 交点 ; (2) 鱼 z 十 @2 开 十 a282z2 一 0 无 交点 ; 
(3) Br ay —ab’z=0,(+ta,+tb,0). 


5. 提示 : 利用 Desargues 透视 定理 或 用 解析 法 . 
6. 提示 : 以 a,65,c,h 为 参考 点 建立 坐标 系 ,进而 用 解析 法 证 明 . 
8. (9,—5,15),9&—5é& 十 15&; 一 0. 
PX 一 一 襄 4 十 记 p zx! 12 一 18 2] [x x 2 4 1]rzt 
9 10.p|z2|=|10 5 一 5| zi,plz|=I—3 2 1||z 
7 二 104 一 30 2 16 16 16. Lz zs 1 一 6 3 Lz 
习 题 2.1 a 
1. (1),(2) ,(3) 均 构成 群 . 
2, ®:; x 一 27 十 1， GB : XB 一 如 不 可 交换 ; 名: x 一 z 十 1， 1 ; x 二 zx 十 2 可 交换 
zi 一 12z 
3. a 一 1,6 一 0 或 4 一 一 1. Se 
pz 一 一 ?72 十 17zz. 
A 12A “7A 一 8 * 1 = 一 
5. (DAF; (2) 4 4 (3) 4 这 7. 提示 : 利用 坐标 变换 理论 . 
pxi1 ee 一 xz 十 3 9 
8. 4oxzi 一 一 ZI 十 za， 
pxs a 十 za， 


9. 提示 : 可 按 本 节 中 定理 1. 2 的 证 明 方法 来 证 明 . 
pi Xi=18zi—18z,++6zs, Pp2 Tl 二 2x! 十 4zxl 十 Xx， 
10. aazz 一 11zi 十 5zs 一 7zs， paza 一 一 3zl1 十 2z3 十 2z3， 
osz3 一 16zi 十 16zs 十 16z3 pads 一 了 一 6z2 十 3z4. 


习 题 2.2 
2 1 3 7 
1. 一 3 可 能 值 2 1 a s'il a oai 5 
4 9 9 9 5 4 
2. (1,0) 一 (4,0) ,其 中 A 关 0. 3. 9， he 5 9 5 了 4， | 


4. 提示 : 利用 等 面积 法 . 6. (1) 不 分 隔 ; (2) 分 隔 ; (3) 不 分 隔 ; (4) 分 隔 . 
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习 题 2.3 


1. 提示 ; 可 仿照 定理 3. 1 的 证 明 . 2. 提示 : 可 仿照 定理 3. 5 的 证 明 . 
3. 提示 : 可 根据 定理 3. 7 作 图 ,注意 有 一 对 对 应 点 交换 了 . 


4. (5,2),(1,—1). s. of |=[¥ El 8. 提示 : 根据 有 重合 点 的 射影 作 图 . 
Az Az 
习 题 2.4 
1 =X 2Az， 
1. o=[ 0 |], 椭圆 型 2，(1) 双 曲 型 ， (2) 椭圆 型 。。 3. 
2 一 一 42 
4. 一 至 二 5. 提示 ; 利用 本 节 例 2. 


A 
6. 提示 : 利用 完全 四 点 形 的 调和 性 . 7. 提示 : 利用 完全 四 线形 的 调和 性 . 


习 题 2.5 


1. (1) pi 二 一 1,pz 王 ps 二 1. 对 应 pi 二 一 1 的 二 重点 : (1,0,0), 重 直线 : [1,0,0]; 对 应 p: 二 ps 二 1 的 二 重点 
( 列 ); xz 二 1, 重 直线 : & 二 1. 
(2) ao 二 pm 二 ps 二 1, 对 应 的 二 重点 ( 列 ); zs: 一 1, 重 直线 : & 二 1. 
(3) pi 二 2,pz 一 5,p3 一 一 1. 对 应 pi 一 2 的 二 重点 : (0,0,1), 重 直线 : [7,2, 一 9]; 对 应 po 二 5 的 二 重点 : 
(3,12,5) , 重 直线 : [2, 一 1,0]; 对 应 ps 二 一 1 的 二 重点 ; (3, 一 6,1), 重 直线 : [4, 一 1,0]. 
2. 提示 : 先 求 出 二 重点 及 重 直 线 , 再 验证 结合 关系 . 


2 0 0 6 1 一 3 
3. pz 一 工 0 2 0|. S. pz 一 工 0 6 0 1. 
二 2 -3 1 0 0 6 


6. 提示 : 先 求 出 直射 变换 式 ,再 验证 . 


习 题 二 
1. 提示 : 只 需 证 明 满足 群 的 四 个 条 件 . 2. 提示 : 方法 同 第 1 题 . 
1 一 二 一 3zz， 
Ws ”提示 : 此 题 首先 需 把 点 的 非 齐 次 坐标 改写 成 为 齐 次 坐标 
CZ2 Xe, - 


4 7 15 26 
5. 提示 : 应 用 交 比 的 坐标 公式 . 6. 1/2,2,—1. 7. 提示 : 利用 解析 法 . 
8. 提示 : 利用 交 比 公式 . 10. 提示 : 利用 完全 四 点 形 的 调和 性 . 
11. 提示 : 这 是 对 合 变换 的 非 齐 次 坐标 表达 式 . 


4. :=|4 ?| 到-| 5 始 |- 点 zl1,D 在 ,87 ,0 变换 下 所 得 像 点 的 坐标 分 别 为 (3,5),(11,19) ,41,71)， 


12. 


15. 


16. 
17. 
18. 
19. 


asl -1 0 


习题 答案 与 提示 | 


a bi al | 一 0. 14. 提示 : 利用 Desargues 对 合 定理 . 


(1) pi 一 2,pz 一 ps 一 4. 对 应 pi 二 2 的 二 重点 : 4 二 (2,2,2)~(1,1,1); 对 应 pr 二 ps 二 4 的 二 重点 ( 列 ): a 二 
[1,0,1] .由 对 偶 原 理 , 更 还 有 一 个 二 重 线束 , 它 的 中 心 就 是 已 经 求 出 来 的 二 重点 ae 一 (1,1,1). 由 于 ， 
a* a 关 0, 点 a 不 在 直线 a 上 , 故 该 直射 变换 为 透射 变换 . 

(2) pi 二 3,0 一 ps 一 2. 对 应 pi 一 3 的 二 重点 : x 中 二 (0, 一 1,1); 对 应 pz 二 ps 二 2 的 二 重点 : (0, 一 6,0) 一 
(0,1,0), 重 直线 : [0,0,1],[1,0,01. 一般 直 射 变换 . 

(3) pi 二 pz 二 ps 一 1, 对 应 的 二 重点 : [1,0,0], 重 直线 : (0,2,1). 合 射 变换 . 

(4) p= 二 pz 二 ps 一 1, 对 应 的 二 重点 : (0, 一 2,0) 一 (0,1,0) , 重 直线 : [0, 一 2,0] 一 [0,1,0]. 一 般 直射 变换 ， 
提示 : 根据 透射 变换 的 确定 条 件 . 

Qa 一 《2k 十 1)x (为 整数 ), 注 : 这 个 透射 变换 的 中 心 是 (0,0,1), 轴 是 直线 zs 一 0. 

提示 : 利用 完全 四 点 形 的 调和 性 . 

提示 : 利用 完全 四 点 形 的 调和 性 . 


习 题 3.1 


—1 —1 1 
| 1 -| 2. [1,3, 一 1],(3, 一 6,5). 


1 i 


4 0 


Xi 和 
本 0 四 | :| |; (4) 双 曲 型 . 
2 2 


. 自 共 罗 点 轨迹 为 x? 十 2x? 一 2x 一 4z1Xzxz 十 2X1X3 一 2X2X3 二 0; 


自 共 罗 直线 轨迹 为 58f 十 3&8 十 2&3 十 10&1&2 十 2&2&3 二 0, 


习 题 3.2 


. (1) 无 切线 点 ; (2) 割 线 . 
， 提示: 先 求 出 B,C, 再 进行 坐标 变换 ,化 简 为 zi 一 4xzzs 一 0. 


1 0 0 
3 (2) (1,0,—2); (3) [1,0, 一 1]. 


0 下 | 


-和 [3V2 ,一 4V2,V17] 和 名 [3V2 ,一 4Y2, 一 Vi17]. 


。、aiz2 13 十 GZI1Z3 a TIT 一 0 


CE 十 a 和 让 十 oa 和 一 2aisczs 与 名 一 2alzass 和 总 一 2altzals 名 名 一 0; 
A zt 十 4 和 十 A zx$ —2AisAzs x1z2 —2Ais Assz1 Ts3 —2A12 Ais Ti Ts =0, 
Au&& 二 Ast és +A tS =0. 


SU 四 到 


下 1 
| 2 2 二 2 


， 习题 答案 与 提示 


,XI 十 zx? 一 Zz? 二 0. 7, 2x1—zxi—87rxi+l11lz: x =0. 


习 题 3.3 


. 提示 : 应 用 Passal 定理 . 
， 提示: 适当 编排 给 出 的 二 次 曲线 内 接 六 点 形 六 个 顶点 的 顺序 ,使 AC 和 DPF,DE 和 BC,AE 和 BF 恰 为 


新 得 到 的 二 次 曲线 内 接 六 点 形 的 三 对 对 边 ,再 应 用 Passal 定理 立 得 . 


. 提示 : 应 用 Passal 道 定理 . 
. 提示 ; 由 二 次 曲线 的 两 个 内 接 六 点 形 PCCBAA’ 和 ACC’PB'B 使 用 Passal 定理 即 可 . 
. 提示 : 应 用 Brianchon 定理 . 6. 提示 : 应 用 Brianchon 定理 ， 7， 提示: 应 用 Brianchon 定理 . 


习 题 3.4 


. 提示 : 根据 二 次 曲线 上 射影 变换 的 确定 条 件 . 

. 提示 : 根据 二 次 曲线 上 射影 变换 的 确定 条 件 . 

. (1) xi++zrxi—zxi=0; (2) zi—zxi=0; (3) zi++zxi—zxi=0; (4) zxi=0., 
. 提示 : 验证 | as | 一 0. 分解 为 (26 一 名 十 名 )( 和 一 总 一 2 ) 一 0. 


习 题 三 


，a 的 像 直线 为 [1, 一 3,1],w 的 像 直 线 为 [一 3,7,51 


Ez 5 3 


. [1,—4,—1],[—1,—1,2]. 3. 提示 : 根据 给 定 条 件 构造 配 极 变换 的 确定 条 件 . 


1 0 0 
。 了 一 | 1 中 $5. (1) 双 曲 型 ; (2) 双 曲 型 . 


0 0 1 


. 标准 形 为 2x “一 14y :十 63z“ :一 0, 简 化 形式 为 2z: 十 1008yz 一 0. 
. 提示 : 应 用 Passal 定理 . 8. 提示 : 应 用 Passal 定理 . 
. 提示 : 利用 Passal 逆 定 理 . 11. 提示 : 利用 Brianchon 逆 定 理 . 


。 提示: 在 五 点 形 上 应 用 Passal 逆 定 理 ， 13. 提示 : 在 三 线形 上 应 用 Brianchon 定理 . 
. 提示 : 应 用 Steiner 定理 . 16. 提示 : 利用 配 极 原则 、Passal 定理 及 Brianchon 定理 . 
. 提示 : 利用 习题 3. 3 第 4 题 . 
习 题 4.1 
Il x? 1 
nH 1|=0. 3. 方 . Ph 


习题 答案 与 提示 | 


. 伸缩 变换 全 体 不 能 构成 群 , 因 为 伸缩 变换 的 全 体 没 有 单位 元 ,不 封闭 . 中 心 反射 变换 的 全 体 不 能 构成 群 ， 
因为 中 心 反射 变换 之 积 为 平移 变换 ,不 满足 封闭 性 . 

. 正方形 不 变 的 性 质 : 对 边 平行 ,对 角 线 互相 平分 ;变化 的 性 质 : 角度 及 其 线段 的 长 度 . 

姜 形 不 变 的 性 质 : 对 边 平行 ,对 角 线 互相 平分 ;变化 的 性 质 , 角度 及 其 线段 的 长 度 . 

(1) 平行 四 边 形 一 平 四 边 形 ; (2) 梯形 一 梯形 ; (3) 矩形 一 平行 四 边 形 ; (4) 三 点 形 一 三 点 形 ; 

(5) 等 腰 三 角形 一 三 角形 ; (6) 三 角形 重心 一 三 角形 重心 ; 〈7) 圆 一 椭圆 或 圆 ; 

(8) 等 轴 双 曲线 一 一 般 双 曲线 ; (9) 椭圆 一 椭圆 ; (10) 线段 中 点 一 线段 中 点 . 


习 题 4.2 


. [0,1,—1],[1,1,—2]. 2. 8z 十 4y 十 7 一 0. 3. Xz 十 y 一 2 二 0 和 y 一 1 一 0,z= 一 0 和 y=0. 
. 提示 : 应 用 Pascal 定理 . 5. 提示 : 利用 本 节 的 定理 2. 4. 
(1) zx? 二 x 一 z=0 (zx? 二 +y—1=0); (2) x?—zx2?—x?=0 (三 一 多 一 1 一 0)， 


习 题 4.3 


. 提示 : 实 直线 可 设 为 z1& 十 zs& 十 zs3& 二 0; 

虚 直 线 可 设 为 (gi 十)zi 十 (az 十 iB2 )zxz 十 (as 十 b)zs 一 0, 其 中 a,b.(i 一 1,2,3) 不 成 比例 . 
. 提示 : 将 圆 点 (1, 土 i,0) 和 迷 向 直线 [1, 土 1,6](6 为 任意 数 ) 代 入 仿 射 变换 式 即 得 . 

. 提示 : 验证 满足 群 的 四 条 要 求 . 

.(—1+i 一 1 一 D,( 一 1 一 —1+i). 5. 提示 : 参考 本 节 例 3. 


习 题 4.4 


. 提示 : 按 本 节 给 出 的 主轴 、 顶 点 .焦点 和 准 线 的 定义 求 出 它们 并 与 解析 几何 中 相应 的 这 些 定义 的 形式 相 
比较 . 
(0D 焦点 ; (去 ,0) , 准 线 : z 一 ?一 0, 主 轴 : 2z 十 2? 一 1 一 0, 顶 点 ，( 癌 , 言 ) 


(2) 焦点 : (3,1),( 一 3, 一 1), (i, 一 3),( 一 i,3)， 
准 线 ; 3z 十 y 一 2=0,3z 十 y 十 2 一 0,iz 一 3iy 十 8 一 0,iz 一 3iy 一 8 一 0， 


主轴 ， z 一 3y 一 0,3z 十 y 一 0, 顶 点 ， 合计 直上 [二 


- 提示 : 利用 本 节 的 定理 4. 7. 
习 题 4.5 


。 没有 . 

. 属于 欧 氏 几何 的 定义 . 在 仿 币 书信 加 的 定义 应 说 成 : 给 出 点 a,5, 若 它们 关于 仿 射 坐标 系 的 坐标 分 别 为 
(ai,az), (bl ,6b );, 则 { 让 一 al yp 一 az } 称 为 向 量 ab, 记 做 0. 

. 调和 点 列 ( 线 束 ) .两 个 透视 三 点 形 和 Pascal 线 是 射影 几何 讨论 的 对 象 . 梯形 和 三 角形 的 垂 心 为 仿 射 几何 
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“| 习题 答案 与 提示 


讨论 对 象 . 三 角形 的 垂 心 和 内 心 是 欧 氏 几何 讨论 对 象 . 
5. 点 到 直线 的 距离 .离心 率 .线段 之 比 和 圆 的 面积 是 欧 氏 几何 讨论 对 象 . 交 比 是 射影 几何 讨论 的 对 象 
平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 和 三 角形 的 中 位 线 平行 于 底 边 是 仿 射 几何 讨论 对 象 . 线 共 点 、 点 共 线 和 两 条 
直线 相交 于 一 点 是 射影 几何 讨论 的 对 象 . 半圆 含 直角 是 欧 氏 几何 讨论 对 象 . 


习 题 四 


人 


1. 提示 : 应 用 Desargues 透视 定理 . 

3. 提示 : 梯形 的 中 位 线 可 定义 为 两 腰 仿 射 中 心 的 连 线 . 

4. 提示 : 应 用 交 比 与 仿 射 比 的 关系 式 . 

9. 提示 : 只 需 证 无 穷 远 直 线 在 给 定 二 次 曲线 所 对 应 的 配 极 变换 下 的 极点 是 所 给 方程 组 的 解 . 

10. 提示 : 若 中 心 为 原点 (0,0), 则 方程 可 简化 为 au zx? 十 2a1z riz 十 azs x 十 x 二 0. 

12. 提示 : xz 十 py 十 > 一 0 与 pz 十 qy 十 s 二 0 分 别 表示 抛物 线 的 轴 及 过 抛物 线 顶点 且 与 轴 垂 直 的 直线 . 
14. 提示 : 由 运动 变换 式 解 出 zx,y, 代 和 人 圆 的 方程 ,经 整理 仍 得 到 圆 的 方程 . 
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习 题 5.2 
3. 提示 ， 因为 平面 上 的 有 理 点 不 连续 , 故 不 满足 连续 公理 ,不 过 其 他 公理 均 满足 . 
习 题 5.3 


3， 只 要 在 黎 曼 平面 上 任 作 一 个 自 配 极 三 点 形 , 则 三 点 形 的 伸 SB 昌 古 肾 边 都 互 为 共 思 直线 . 由 黎 曼 几何 
的 性 质 , 自 配 极 三 点 形 的 每 两 条 边 都 互相 垂直 , 则 三 个 内 自称 员 E 2 
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